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FEUILLETAGES ET ACTIONS DE GROUPES
SUR LES ESPACES PROJECTIFS
JULIE DESERTI ET DOMINIQUE CERVEAU
ABSTRACT. A holomorphic foliation F on a compact complex manifold
M is said to be an L -foliation if there exists an action of a complex Lie group
G such that the generic leaf of F coincides with the generic orbit of G. We
study L -foliations of codimension one, in particular in projective space, in
the spirit of classical invariant theory, but here the invariants are sometimes
transcendantal ones. We give a bestiary of examples and general properties.
Some classification results are obtained in low dimensions.
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La the´orie classique des invariants, au sens ou` l’on peut l’entendre au
XIXeme sie`cle, propose e´tant donne´e une action alge´brique d’un groupe alge´brique
G sur une varie´te´ alge´brique compacte M de de´crire le corps des fonctions ra-
tionnelles R sur M invariantes sous l’action de G.
Parmi les pionners de la the´orie des invariants, on retiendra en particulier
Sylvester et Hesse, puis Gordan et Nœther qui font une approche que l’on qual-
ifierait aujourd’hui d’effective. Ces travaux accompagnent le de´veloppement de
l’alge`bre line´aire, de la the´orie des matrices et de la ge´ome´trie projective. Cette
approche change radicalement, non sans pole´mique, avec les travaux de Hilbert
et Hurwitz.
La ge´ome´trie classique produit tout un folklore d’exemples. Nous en rap-
pelons certains, en liaison avec la classification des objets alge´briques ; l’un
des plus populaires est sans doute l’invariant j des courbes elliptiques que l’on
peut voir de diffe´rentes manie`res : action de PGL(2,C) sur
CP(4) ≃ {quadruplets de points sur la sphe`re de Riemann}
ou action de PGL(3,C) sur
CP(9) ≃ {courbes de degre´ 3 dans CP(2)}
etc. Nous mentionnerons aussi l’exemple de Gordan-Nœther en re´ponse a` une
affirmation de Hesse. L’ubiquite´ de cet exemple est tout a` fait e´tonnante.
Dans tout le discours qui suit les objets sont de´finis sur le corps C des
nombres complexes. Si Aut M de´signe le groupe des automorphismes de M ,
on dispose d’un morphisme ϕ : G→ Aut M et R est invariante si
R(ϕ(g).m) = R(m)
pour tout m ∈ M et g ∈ G. Si χ(M) de´signe l’espace des champs de vecteurs
holomorphes sur M , on sait, lorsque M est compacte, que χ(M) est une C-
alge`bre de Lie de dimension finie qui s’identifie naturellement a` L ie(Aut M).
Par suite, ϕ induit un morphisme d’alge`bres de Lie
Dϕ : L ie G→ L ie(Aut M) ≃ χ(M)
et produit une sous-alge`bre de Lie L de χ(M) : l’image de Dϕ. Notons que
l’action de G sur M produit un « feuilletage » singulier F de la varie´te´ M .
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Nous dirons que F est un L -feuilletage. Evidemment ce feuilletage peut eˆtre
trivial, par exemple lorsque l’action est transitive ou a` l’inverse lorsque G est
un groupe discret. On s’inte´ressera au cas ou` ce feuilletage est de codimension 1
dans une situation ge´ne´rale, en particulier lorsque l’action n’est plus alge´brique,
c’est-a`-dire lorsque les feuilles du feuilletage associe´ sont transcendantes. Sur
une varie´te´ alge´brique M compacte, un L -feuilletage de codimension 1 est
associe´ a` une 1-forme ferme´e rationnelle Ω. C’est une conse´quence a` peu pre`s
directe du fait que le groupe d’automorphismes de M est alge´brique. Comme
nous l’a signale´ Serge Cantat, ce re´sultat persiste si M est compacte ka¨hleri-
enne. Par contre ce n’est plus vrai dans le cas non ka¨hler. L’exemple le plus
standard est le suivant : soit Γ ⊂ SL(2,C) un sous-groupe discret cocompact.
La varie´te´ M = SL(2,C)/Γ est munie d’une L -feuilletage correspondant a`
l’action du groupe triangulaire sur M . Ce feuilletage n’est pas de´fini par une
1-forme ferme´e mais est « transversalement projectif ». Il est probable que ce
soit un fait ge´ne´ral, ceci e´tant conforte´ par un re´sultat re´cent de [4].
Donnons maintenant quelques proprie´te´s des L -feuilletages de codimen-
sion 1 sur les espaces projectifsCP(n) (chapitre 1). Le degre´ d’un L -feuilletage
surCP(n) est majore´ par n−1 ; lorsqu’il est maximal, on a alors dimL = n−1
et on peut profiter pour n petit de la classification des alge`bres de Lie pour
donner une description des « invariants ge´ne´ralise´s » de F . Par invariant
ge´ne´ralise´ on entend une primitive de la forme ferme´e rationnelle Ω de´finissant
F ou toute fonction « e´le´mentaire » inte´grale premie`re de F . Remarquons
que les feuilles d’un L -feuilletage de codimension 1 sur CP(n) sont domine´es
par Cn−1 ; il suffit de choisir n− 1 e´le´ments ge´ne´riques X1, . . ., Xn−1 dans L
et de conside´rer l’application
(t1, . . . , tn−1) 7→ exp(t1X1) ◦ . . . ◦ exp(tn−1Xn−1)(z)
qui est d’image dense dans la feuille passant par z. Ceci explique pourquoi les
formes ferme´es Ω intervenant ici sont tre`s spe´ciales ; par exemple le comple´ment
des poˆles de Ω (les poˆles sont invariants par F ) ne peut eˆtre Kobayashi hy-
perbolique. Les feuilles d’un L -feuilletage peuvent eˆtre denses ou d’adhe´rence
des varie´te´s re´elles Levi-plates.
Nous montrons qu’un L -feuilletage sur CP(n), n ≥ 3, posse´dant un point
singulier isole´ est ne´cessairement de degre´ 1 et que dans une carte affine ad-hoc
les feuilles sont les niveaux d’une forme quadratique de rang maximum. C’est
une conse´quence plus ou moins directe du the´ore`me de Frobenius singulier de
B. Malgrange. Ce re´sultat devrait avoir un analogue en codimension supe´rieure.
Nous de´crivons ensuite quelques proprie´te´s des L -feuilletages lie´es a` la
nature alge´brique de L . Par exemple si tous les e´le´ments de L sont nilpotents,
le feuilletage associe´ posse`de une inte´grale premie`re rationnelle. Il faut cette
hypothe`se forte car meˆme dans le cas abe´lien ce re´sultat ne persiste pas. Modulo
des hypothe`ses de re´gularite´ naturelles et ne´cessaires, si L est re´soluble, F
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posse`de un hyperplan invariant. Enfin si [L ,L ] = L , ce qui est le cas si L
est semi-simple, alors F posse`de encore un invariant rationnel.
Le chapitre 2 est consacre´ a` la description d’exemples, issus d’actions de
groupes, pour la plupart classiques.
Dans le chapitre 3 nous montrons que les feuilletages de degre´s 0 et 1 sur
CP(n) sont des L -feuilletages. Nous donnons la liste des invariants ge´ne´ralise´s
correspondants.
Le chapitre 4 est consacre´ a` la description comple`te des L -feuilletages sur
CP(3). De cette e´tude on peut de´duire le the´ore`me suivant :
The´ore`me 0.1. Soit G un groupe de Lie complexe connexe agissant sur
CP(3). On est dans l’un des cas suivants :
(i) l’action est triviale,
(ii) il existe une orbite dense,
(iii) l’orbite ge´ne´rique est de dimension 2 et l’action de G posse`de un
invariant ge´ne´ralise´ (fonction constante sur les feuilles, e´ventuellement



























































































ou` Q est une forme quadratique,
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ou` κ et λi ∈ C.
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(iv) l’orbite ge´ne´rique est de dimension 1 ; le feuilletage associe´ est celui
d’un champ de vecteurs line´aire.
Ce the´ore`me permet d’envisager une description topologique syste´matique
des feuilles des L -feuilletages sur CP(3).
On note l’e´trange fait suivant : toutes les surfaces invariantes qui apparais-
sent ci-dessus (ce sont les poˆles de Ω) sont donne´es par les ze´ros de polynoˆmes
a` coefficients entiers.
Rappelons qu’un polynoˆme P ∈ C[z1, . . . , zn] est dit minimal s’il est a` fibre
ge´ne´rique connexe. Tout polynoˆme P se factorise comme suit : P = p(Q) ou`
p ∈ C[t] et Q est un polynoˆme minimal.
Du the´ore`me pre´ce´dent on de´duit le :
Corollaire 0.2. Soit P ∈ C[z1, z2, z3] un polynoˆme minimal ; notons
GP := {g : C3 → C3 affine, P ◦ g = P}.
On suppose que l’orbite ge´ne´rique de GP est de dimension 2, i.e. P est pre´cise´ment












Q, z0 + z1z2 + z
3
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ou` Q de´signe un polynoˆme de degre´ 2, pi ∈ N et gcd(p0, . . .) = 1.
Le chapitre 5 est consacre´ aux L -feuilletages de degre´ 2. Actuellement
nous n’en avons pas la description ge´ne´rale pour n ≥ 4. On pre´sente quelques
exemples et on traite certains cas spe´ciaux.
Dans le chapitre 6 on propose ce qui devrait eˆtre la classification des L -
feuilletages de degre´ 3 sur CP(4). Comme on l’a dit L est ici de dimension
trois. Nous avons utilise´ le logiciel Maple pour de´crire certaines sous-alge`bres
re´solubles de dimension 3 de l’alge`bres des matrices complexes 5× 5. Une fois
cette description, c’est-a`-dire les diffe´rentes possibilite´s d’alge`bres L , obtenue,
les calculs des invariants sont localement triviaux mais tre`s lourds. Nous en
avons pre´sente´ quelques-uns, meˆme au risque de rebuter le lecteur... La taille
des calculs explose de la dimension trois a` la dimension quatre et certains
« re´sultats » ne seront finalement que des observations. Toutefois meˆme si
l’on ne peut pre´tendre obtenir des e´nonce´s au sens classique, ceci permet de
pre´senter une grande liste d’exemples que l’on peut espe´rer eˆtre exhaustive.
Bien suˆr, chaque fois qu’un e´nonce´ de´pend de l’utilisation de Maple, nous le
signalerons.
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Pre´cisons tout de meˆme quelques re´sultats sur CP(4). Si F est un L -




3. Lα dont la pre´sentation est {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}
4. L0 = C⊕ A ou` A est l’alge`bre de Lie du groupe affine.
On note qu’il manque ici quelques alge`bres de dimension 3 ; en fait ce sont
des de´ge´ne´rescences des pre´ce´dentes qui ne produisent pas de L -feuilletages
de degre´ 3. C’est le traitement des cas 3 et 4 qui a ne´cessite´ l’usage de Maple.
Nous avons trouve´ 17 mode`les dans l’e´ventualite´ 3 et 9 dans l’e´ventualite´ 4
L’e´tude des situations 1 et 2 se fait de fac¸on classique. On obtient les deux
re´sultats suivants :
The´ore`me 0.3. Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4). Si L est


















































































Les κi, κ et ξ sont des nombres complexes.
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Dans le cas ou` L est isomorphe a` sℓ(2,C) on montrera le :
The´ore`me 0.4. Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4). Si L est
isomorphe a` sℓ(2,C), alors le feuilletage F admet a` conjugaison pre`s l’une
des inte´grales premie`res suivantes :
z23z
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Nous terminons par un court chapitre d’exemples de L -feuilletages de
codimension supe´rieure ou e´gale a` 2.
Notre classification est exprime´e en termes de feuilletages, plus pre´cise´ment
en termes d’inte´grales premie`res. Nous n’avons pas liste´ les actions de groupes ;
mais dans le texte on trouvera les diffe´rentes sous-alge`bres de Lie qui produisent
des L -feuilletages. On peut en de´duire aise´ment les actions de groupes corre-
spondantes.
Les L -feuilletages jouent aussi un roˆle important dans l’e´tude locale des
singularite´s de feuilletages. En dimension trois, il existe une the´orie de re´duction
des singularite´s ([2], [1]) ; les mode`les locaux apre`s re´duction sont les L -
feuilletages associe´s a` des alge`bres de Lie abe´liennes. Ils interviennent aussi de
fac¸on naturelle sur les varie´te´s compactes complexes sans fonction me´romorphe
non constante mais posse´dant suffisamment d’automorphismes (tores ge´ne´raux
et plus ge´ne´ralement certains quotients de groupes de Lie par des re´seaux co-
compacts etc). Sur ces varie´te´sM tout feuilletage est associe´ a` la donne´e d’une
sous-alge`bre de Lie de l’alge`bre χ(M). Initialement nous avons entrepris cette
e´tude pour la raison suivante. Il existe un feuilletage FΓ dit exceptionnel sur
CP(3) associe´ a` une action du groupe des transformations affines de la droite.
Ce feuilletage est « stable » et par conse´quent l’adhe´rence de l’orbite de FΓ
sous l’action naturelle de Aut CP(3) ≃ PGL(4,C) est une composante de l’es-
pace des feuilletages de codimension 1 sur CP(3). Les adhe´rences des feuilles
de FΓ sont des surfaces de degre´ six, degre´ « anormalement » grand. La
question est de savoir s’il existe d’autres feuilletages exceptionnels associe´s a`
des actions de groupe. Nous avons trouve´ parmi les L -feuilletages sur CP(4)
un candidat a` eˆtre exceptionnel ; il est de degre´ trois et ses feuilles sont des





















On conjecture que ce feuilletage est stable.
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L’essentiel du me´moire est « self-contained » ; nous avons laisse´ dans le
texte des calculs explicites qui, bien que tous e´le´mentaires, illustrent diverses
techniques d’approche.




1. Feuilletages de codimension 1 de CP(n) associe´s a` une alge`bre
de Lie de champs de vecteurs. Premie`res proprie´te´s.




est une 1-forme inte´grable sur Cn+1 avec Ak polynoˆme homoge`ne de degre´ ν
sur Cn+1, on de´signe par S ing ω le lieu singulier de ω
S ing ω := {A0 = . . . = An = 0}
Dans toute la suite on suppose, quitte a` diviser les Ai par gcd(A0, . . . , An), que
codimCS ing ω ≥ 2. On dira que ν est le degre´ de ω. Le feuilletage associe´ a` la
1-forme ω descend a` CP(n) si et seulement si
n∑
k=0
zkAk = 0 et tout feuilletage
F de dimension 1 sur CP(n) est ainsi de´fini. Le feuilletage de´fini par ω sur
Cn+1 est note´ F˜ mais on dira indiffe´remment que ω de´finit F ou F˜ . L’e´galite´
Aut CP(n) = PGL(n+ 1,C) conduit a`
χ(CP(n)) = L ie Aut CP(n) ≃ M (n+ 1,C)/C.Id
ou` χ(CP(n)) de´signe l’ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur
CP(n) et M (n + 1,C) l’espace des matrices complexes (n + 1) × (n + 1).
Ainsi un champ de vecteurs holomorphes sur CP(n) peut eˆtre vu comme un







. Notons encore que l’identification champs-matrices est naturelle
puisque le flot d’un champ line´aire X est du type etAx ou` A est « la matrice
» de X. On prendra garde au fait que si les matrices A et B correspondent
aux champs X et Y , alors le crochet de Lie [X, Y ] correspond a` BA− AB.
Soit F un feuilletage de codimension 1 sur l’espace projectif CP(n). On
introduit la
13
14 1. L -FEUILLETAGES.
De´finition. On dit que F est un L -feuilletage de codimension 1 s’il
existe une sous-alge`bre de Lie L de χ(CP(n)) telle qu’en tout point ge´ne´rique
z ∈ CP(n) on ait la proprie´te´ :
L (z) est l’espace tangent a` la feuille de F en z. (∗)
En particulier, on a dimC L (z) = dimC{X(z), X ∈ L } = n − 1 pour z
ge´ne´rique.
Dans la suite on suppose L maximale pour la proprie´te´ (∗).
On peut de meˆme de´finir les L -feuilletages sur Cn : il suffit de demander
que les e´le´ments de L soient des champs de vecteurs affines (on prend une
de´finition rigide compatible avec la prise de carte affine).
On peut e´tendre la notion de L -feuilletage sur CP(n) ou Cn a` la codi-
mension q ; dans ce cas dimL (z) = n− q. Sauf mention expresse du contraire
tous les L -feuilletages seront de codimension 1 et l’on dira simplement L -
feuilletage.






3 la forme quadratique standard
sur C3. Le feuilletage sur CP(3) de´crit dans la carte affine C3 ⊂ CP(3) par
la forme dQ est un L -feuilletage dont l’alge`bre de Lie L est isomorphe a`






, 1 ≤ k < j ≤ 3
en particulier l’alge`bre L est de dimension 3. Soit m ∈ C3 \ {0}, alors
L (m) =< Xk,j(m) > est de dimension 2 car co¨ıncide avec le plan tangent
a` la fibre Q−1(m). Ainsi l’e´galite´ dimL (m) = 2 en tout point m ge´ne´rique
n’entraˆıne pas dimL = 2. Par ailleurs, so(3;C) est isomorphe a` sℓ(2;C) et la






, a, b ∈ C} ⊂ sℓ(2;C)
peut eˆtre vue dans so(3;C). Soit {X1, X2} une base de L0. En un point
ge´ne´rique m, les vecteurs X1(m) et X2(m) sont inde´pendants ; en particulier
L0 ( so(3;C) et so(3;C) produisent le meˆme feuilletage. C’est pour cette
raison que l’on introduit une notion de maximalite´ pour L .
Supposons que F soit un L -feuilletage de CP(n) et que X1, . . . , Xs soit
une base de L ⊂ χ(CP(n)). On note X˜1, . . . , X˜s des releve´s de X1, . . . , Xs a`
Cn+1. Les X˜k sont des champs de vecteurs line´aires et le C-espace vectoriel
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engendre´ par R et les X˜k est une alge`bre de Lie note´e L˜ de dimension s+ 1 ;
l’application π induit un morphisme d’alge`bres
π∗ : L˜ → L
satisfaisant
π∗X˜k = Xk, π∗R = 0 et ker π∗ = CR
On remarque que si z˜ ∈ Cn+1 est un point ge´ne´rique alors L˜ (z˜) est l’espace
tangent a` la feuille du feuilletage F˜ , releve´ de F , passant par z˜.
Introduisons la sous-alge`bre de L˜ de´finie par
L
′ := {X˜ champs line´aires sur Cn+1, iX˜dω = 0}.
ou` ω de´finit le feuilletage F˜ .
On note que R 6∈ L ′ ; en effet, l’identite´ d’Euler assure que iRdω = (ν+2)ω 6= 0
ou` l’entier ν + 1 de´signe le degre´ des composantes de ω.
Remarque. Soit ω une 1-forme inte´grable surCn de´finissant un feuilletage
F˜ ; alors dω, si elle est non nulle, de´finit un feuilletage de codimension 2 «
contenu dans le feuilletage F » . En effet le the´ore`me de Frobenius assure
qu’au voisinage d’un point re´gulier m, il existe des coordonne´es locales x1, . . .,
xn dans lesquelles la 1-forme ω s’e´crit gdx1 ou` g ∈ O∗(Cn, m). Si dω(m) 6= 0,
alors dg∧ dx1 6= 0 ; on peut donc supposer que g = 1−x2, i.e. ω = (1−x2)dx1
et dω = dx1∧dx2. Ainsi localement l’espace des champs tangents au feuilletage
de´fini par ω co¨ıncide avec l’espace engendre´ par les champs
∂
∂x2
, . . . ,
∂
∂xn




, . . . ,
∂
∂xn
On remarque au passage que si iXdω = 0, alors iXω = 0 ; ainsi L
′ est associe´e
au L -feuilletage de codimension 2 de Cn+1 de´crit par dω et L ′ ⊂ L˜ .
On de´signe par Ωq(X) l’ensemble des q-formes holomorphes sur l’espace X.
Les deux e´nonce´s suivants nous seront utiles :
Lemme 1.1. ([14]) Soient α ∈ Ω1(Cn, 0) tel que codimC S ing α ≥ p + 1
et β ∈ Ωq(Cn, 0) avec q ≤ p. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) α ∧ β = 0
(ii) Il existe γ ∈ Ωq−1(Cn, 0) tel que β = α ∧ γ.
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En particulier si α et β sont deux germes de 1-formes holomorphes en 0 tels
que codimC S ing α ≥ 2 et β∧α = 0. Alors β s’e´crit hα ou` h est une fonction
holomorphe.





S ing α = {a1 = . . . = an = 0} = ∅
i.e. par exemple a1 6= 0. Soit X := 1a1
∂
∂z1
; alors iXα = 1 et l’e´galite´ α ∧ β = 0
conduit a` iX(α ∧ β) = 0 et γ = −iXβ convient.
Si maintenant codimCS ing α ≥ 2 alors pour tout m 6∈ S ing α, on a
β(m) = h(m)α(m)
ou` h est une fonction holomorphe sur (Cn\S ing α, 0). Comme codimS ing α ≥
2, le the´ore`me de prolongement d’Hartogs assure que h se prolonge en une fonc-
tion holomorphe sur (Cn, 0) encore note´e h. Re´ciproquement, si β = hα alors
α ∧ β = 0.
Pour le cas ge´ne´ral on renvoie le lecteur a` [14]. 
Corollaire 1.2. Si α et β sont deux 1-formes homoge`nes de meˆme degre´
telles que α ∧ β = 0. Alors β = hα ou` h est une fonction rationnelle de degre´
0. Si codim S ing α ≥ 2, la fonction h est constante.
Proposition 1.3. Le morphisme π∗ induit un isomorphisme de L
′ sur
L .
De´monstration. Par la remarque qui pre´ce`de, tout e´le´ment de L ′ de-
scend en un e´le´ment de L . Soient X1, . . . , Xs une base de L et X˜1, . . . , X˜s
des releve´s de X1, . . . , Xs a` C
n+1 par π. Les Xk forment une base de L donc
sont tangents au feuilletage ; par conse´quent X˜k est tangent a` ω, i.e. iX˜kω = 0.
Puisque ω ∧ dω = 0, on a
iX˜kdω ∧ ω = 0
et le corollaire 1.2 assure que
iX˜kdω = µ(X˜k)ω
ou` µ(X˜k) ∈ C. Comme LRω = (degω + 1)ω, quitte a` changer X˜k en X˜k −
µ(X˜k)
deg ω+1
R, on peut choisir X˜k ∈ L ′ et la proposition est e´vidente. 
On rappelle la
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De´finition. Un feuilletage F est de degre´ ν sur CP(n) s’il est de´crit en
coordonne´es homoge`nes par une 1-forme inte´grable homoge`ne ω de degre´ ν+1
satisfaisant codimCS ing ω ≥ 2.
Donnons une interpre´tation ge´ome´trique du degre´. Soient F un feuilletage
sur CP(n), D une droite ge´ne´rique de CP(n), z un point de D et Fz la feuille
de F passant par z ; le degre´ de F est e´gal au nombre de points z ∈ D tels
que l’hyperplan tangent a` Fz en z contienne D . En effet, soit ω une 1-forme




ou` les Ak sont des polynoˆmes homoge`nes de degre´ ν + 1. Dans la carte affine
z0 = 1, on note
ω0 := ω|z0=1 =
n∑
k=1
Ak(1, z1, . . . , zn)dzk
Supposons que la droite D := {z2 = . . . = zn = 0} soit une droite ge´ne´rique ;
dans la carte z0 = 1 le fait que ω annule le champ radial se traduit sur D par
A0(1, z1, 0, . . . , 0) + z1A1(1, z1, 0, . . . , 0) = 0.
Ainsi comme ge´ne´riquement (sur le choix de D) le polynoˆme A0(1, z1, 0, . . . , 0)
est de degre´ ν + 1, on trouve que A1(1, z1, 0, . . . , 0) est de degre´ ν. Or ω0|D =
A1(1, z1, 0, . . . , 0)dz1, donc ω0|D s’annule en ν points, i.e. le nombre de points
de tangence entre le feuilletage et la droite {z2 = . . . = zn = 0} est ν.
La proposition suivante controˆle le degre´ d’un L -feuilletage F associe´
a` une sous-alge`bre L ⊂ χ(CP(n)) ainsi que la dimension de L en degre´
maximal :
Proposition 1.4. Soit F un L -feuilletage de degre´ ν sur CP(n) de´fini
par une 1-forme ω. Alors ν ≤ n−1. De plus, si ν = n−1, alors dimL = n−1.
De´monstration. Soient X1, . . ., Xs une base de L et X˜k ∈ χ(Cn+1) des
releve´s des Xk. Soit m un point ge´ne´rique, i.e. dimL (m) = n − 1. On peut
supposer, quitte a` re´indicer, que l’espace vectoriel engendre´ par
R(m˜), X˜1(m˜), . . . , X˜n−1(m˜)
(ou` π(m˜) = m) est de dimension n, de sorte que la 1-forme ω¯ de´finie par
iRiX˜1 . . . iX˜n−1dz0 ∧ . . . ∧ dzn
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est homoge`ne de degre´ n, non identiquement nulle et ker ω¯(m˜) =< R(m˜),
X˜1(m˜), . . ., X˜n−1(m˜) >. Par ailleurs, kerω(m˜) est l’hyperplan tangent a` la
feuille passant par m. Ainsi si m˜ est un point ge´ne´rique, on a kerω(m˜) =
ker ω¯(m˜) : les deux 1-formes ω¯ et ω sont coline´aires. Le lemme de de Rham-
Saito assure l’existence d’un polynoˆme homoge`ne fn−ν−1 tel que ω¯ = fn−ν−1ω ;
comme ω est de degre´ ν + 1 et ω¯ de degre´ n, le polynoˆme homoge`ne fn−ν−1
est de degre´ n− ν − 1 et n− 1 ≥ ν.
Supposons maintenant que ν = n − 1 ; avec les notations pre´ce´dentes,
on a fn−ν−1 = f0 ∈ C∗. Par suite les champs line´aires R, X˜1, . . . , X˜n−1 sont
line´airement inde´pendants en tout point m˜ re´gulier pour F˜ et les champs holo-
morphes X1(m), . . . , Xn−1(m) sont line´airement inde´pendants en tout point





ou` αk(m) ∈ C et les applications αk sont holomorphes sur CP(n) \S ing F .
Comme codimC S ing F ≥ 2, le the´ore`me de prolongement de Hartogs assure
que les αk se prolongent a` CP(n) tout entier et sont donc constants. 
On en de´duit le
Corollaire 1.5. Soit F un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) associe´
a` L ⊂ χ(CP(3)). Alors L est abe´lienne de dimension 2 ou isomorphe a`
l’alge`bre du groupe des transformations affines {z 7→ az + b}.
Ainsi on de´duira la classification des L -feuilletages de degre´ 2 sur CP(3)
de celle de certaines sous-alge`bres de Lie de dimension 2 de sℓ(4;C).
De´finition. Un feuilletage F de´crit en coordonne´es homoge`nes par la
1-forme ω posse`de un facteur inte´grant s’il existe un polynoˆme homoge`ne P
non trivial tel que la 1-forme
ω
P soit ferme´e.
Proposition 1.6. ([5]) Soit F un feuilletage sur CP(n) donne´ en coor-
donne´es homoge`nes par la 1-forme ω. Supposons que F posse`de un facteur
inte´grant P ; si P = P n1+11 . . . P
ns+1
s est la de´composition de P en facteurs
irre´ductibles, alors
ω
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ou` λk ∈ C et H de´signe un polynoˆme homoge`ne.
Bien que techniquement difficile, l’e´nonce´ est « essentiellement » le the´ore`me
de de´composition en e´le´ments simples des fractions rationnelles a` une variable.
Il y a un e´nonce´ analogue pour les germes holomorphes ([5]).
Remarques. (i) Le feuilletage associe´ a` la forme
ω
P a en ge´ne´ral des sin-
gularite´s, les croisements Pj = Pk = 0 notamment. Les feuilles de ce feuilletage





P n11 . . . P
ns
s
(ii) Si les λk sont tous nuls, le feuilletage F admet une inte´grale premie`re ra-
tionnelle H/P n11 . . . P
ns
s . Il suit de l’identite´ d’Euler iRω = 0 que H/P
n1
1 . . . P
ns
s
est homoge`ne de degre´ 0. Finalement, deg(P ) = deg ω + 1 = ν + 2.















conduit aussi a` deg(P ) = degω + 1 = ν + 2.
(iv) Il suit de (ii) et (iii) que ω
P
de´finit une 1-forme ferme´e rationnelle sur
CP(n).
(v) Si le polynoˆme P est re´duit, i.e. nk = 0 pour tout k ∈ {1, . . . , s}, alors
toujours pour des raisons d’homoge´ne´ite´ le polynoˆmeH est constant et on peut







est logarithmique ; l’identite´ d’Euler implique que
s∑
k=1
λk deg(Pk) = 0.





P n11 . . . P
ns
s
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La proposition qui suit est bien classique [5] :
Proposition 1.7. Soient F un feuilletage sur CP(n) de´crit par une 1-
forme ω, X ∈ χ(CP(n)) et exp(tX) le flot de X. Supposons que X ne soit
pas tangent a` F et que F soit invariant par X, i.e. (exp tX)∗F = F . Alors
iX˜ω est un facteur inte´grant de F , ou` X˜ est un releve´ de X.
De´monstration. Les hypothe`ses se traduisent par :
(i) iX˜ω = P est un polynoˆme homoge`ne non trivial
(ii) (exp tX˜)∗ω ∧ ω = 0
En de´rivant (ii), on obtient
(LX˜ω) ∧ ω = 0
ou encore
(iX˜dω + d(iX˜ω)) ∧ ω = 0
Comme ω est inte´grable, on a
iX˜(ω ∧ dω) = 0
soit







De´finition. Un champ de vecteurs X comme ci-dessus est appele´ syme´trie
de F .
Via la proposition pre´ce´dente, on peut e´tablir qu’unL -feuilletage deCP(n)
posse`de un facteur inte´grant, c’est-a`-dire est de´fini par une 1-forme ferme´e ra-
tionnelle :
The´ore`me 1.8. Soit F un L -feuilletage de CP(n). Alors F posse`de un
facteur inte´grant. Plus pre´cise´ment, on a l’alternative :
(i) le feuilletage F posse`de une syme´trie
(ii) le feuilletage F posse`de une inte´grale premie`re rationnelle non triviale.
En particulier F est de´fini par une 1-forme ferme´e rationnelle sur CP(n).
De´monstration. On introduit les deux sous-groupes de AutCP(n) suiv-
ants :
G1 :=< exp tY, Y ∈ L >
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le groupe analytique engendre´ par les flots des champs tangents a` F et
G2 := {φ ∈ Aut CP(n), φ∗F = F} = {φ ∈ Aut CP(n), φ∗ω ∧ ω = 0}
ou` ω de´finit le feuilletage F .
Alors que G2 est un sous-groupe alge´brique de Aut CP(n), il se peut que
G1 ne le soit pas. On a l’inclusion G1 ⊂ G2. Notons GZ1 l’adhe´rence de Zariski
de G1 et G
0
2 la composante connexe neutre de G2 ; comme G1 est connexe, G
Z
1
aussi et GZ1 ⊂ G02. On a l’alternative
- L ie G1 ( L ie G
Z
1 ⊂ L ie G2
- G1 = G
Z
1 .
Dans le premier cas, si X ∈ L ie GZ1 \L ie G1, alors X est non tangent a`
F (maximalite´ de L ) et exp tX ∈ G02. Par suite X est une syme´trie.
Dans le deuxie`me cas, le groupeG1 est alge´brique ; comme il agit surCP(n)
par action alge´brique, l’adhe´rence ordinaire de toute orbite G1.m est alge´brique
comme adhe´rence de l’image d’un morphisme alge´brique. Par suite toute feuille
de F est d’adhe´rence alge´brique. Il re´sulte du the´ore`me de Darboux-Jouanolou
([5], [9]) que F posse`de une inte´grale premie`re rationnelle. 
Ainsi e´nonce´ ce the´ore`me est semblable a` un re´sultat de J. Pereira et P.
Sa´nchez ([12]). Il se ge´ne´ralise comme suit (la preuve est analogue) :
The´ore`me 1.9. Un L -feuilletage de codimension un d’une varie´te´ alge´brique
est de´fini par une forme ferme´e rationnelle.
Lemme 1.10. Soient F un L -feuilletage sur CP(n) de´crit par une 1-forme
ω, X une syme´trie et Y un champ tangent au feuilletage. Alors i[X,Y ]ω = 0,
i.e. [X, Y ] est tangent au feuilletage F .
De´monstration. En un point re´gulier, le the´ore`me de Frobenius assure
que ω s’e´crit udx0 ou` u est une unite´ et x0 une submersion. Si on comple`te
les coordonne´es a` l’aide de x1, . . . , xn alors les champs locaux tangents a` ω
sont engendre´s par ∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn






est une syme´trie, la
1-forme ω
iXω
est ferme´e. Or iXω = uX0 ; donc
dx0
X0
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et [X, Y ] annule ω. 
Remarque. Le lemme pre´ce´dent est e´videmment de nature locale.
Corollaire 1.11. Soient F un L -feuilletage sur CP(n) et X un champ
de vecteurs non tangent au feuilletage F . Le champ X est une syme´trie de F
si et seulement si [X,L ] ⊂ L .
De´monstration. Soit Y ∈ L , le lemme 1.10 assure que si X est une
syme´trie alors le champ [X, Y ] est tangent au feuilletage F . Par maximalite´
de l’alge`bre L , le crochet [X, Y ] ∈ L .
Re´ciproquement, le the´ore`me de Frobenius assure que localement au voisi-
nage d’un point re´gulier m la 1-forme ω de´crivant le feuilletage s’e´crit udx0.
L’alge`bre L˜ = L ′ ⊕ CR est de dimension ponctuelle n. Le module des
champs tangents en m au feuilletage co¨ıncide avec le module engendre´ par
∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn
et avec le module engendre´ par L˜ . Soit X˜ un releve´ de X ; la
condition [X˜, L˜ ] ⊂ L˜ implique que pour tout champ Y local tangent a` F˜ ,
le champ [X˜, Y ] est tangent au feuilletage. En particulier, c’est le cas pour
chaque [X˜, ∂
∂xi




+ . . .+Xn
∂
∂xn








+ . . .
on a −∂X0
∂xk
= 0 pour tout k ≥ 1 ; on note puisque X n’est pas tangent a` F˜
que X0 = ℓ(x0) 6= 0. Ainsi ωiXω =
dx0
ℓ(x0)
est ferme´e, ce qui implique que X
est une syme´trie. 
Les the´ore`mes qui suivent proposent un proce´de´ de construction en cas-
cade :
The´ore`me 1.12. Soit F un L -feuilletage de degre´ ν sur CP(n) de´fini en
coordonne´es homoge`nes sur Cn+1 par la 1-forme ω de degre´ ν + 1. Supposons
que le L -feuilletage F n’ait pas d’inte´grale premie`re rationnelle, alors F˜ a
une syme´trie line´aire Z sur Cn+1. Cette syme´trie induit un facteur inte´grant
P de degre´ ν + 2 qui de´finit un L -feuilletage de degre´ ≤ ν + 1 sur Cn+1 que
l’on peut prolonger a` CP(n+ 1).
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∧ ω) = 0
et comme X ∈ L ′, on a iXdω = iXω = 0. Par conse´quent, on obtient iXdP =
0.
Soit G ⊂ GL(n + 1;C) le groupe analytique de L ′. Ce groupe n’est pas
alge´brique sinon les feuilles de F seraient alge´briques et par le the´ore`me de
Darboux-Jouanolou, le feuilletage F admettrait une inte´grale premie`re ra-
tionnelle ce qui est exclu. On conside`re alors GZ l’adhe´rence de Zariski de G ;
on a dim L ie G < dim L ie GZ . Soit GP le groupe alge´brique de´fini par
GP = {h ∈ GL(n+ 1;C), P ◦ h = P} ;
pour tout X ∈ L ′, le champ X annule P donc P (exp tX) = P autrement dit
G ⊂ GP . Ainsi GZ ⊂ GP et
L
′ = L ie G  L ie GZ ⊂ L ie GP
Par maximalite´ de L la dimension ponctuelle de L ie GP est n ; en effet un
champ line´aire qui appartient a` L ′ en tout point ge´ne´rique appartient a` L ′.
Le facteur inte´grant P , de degre´ ν + 2, apparait donc comme invariant d’un
sous-groupe alge´brique de GL(n + 1;C) a` orbites ge´ne´riques de dimension n ;
le L -feuilletage associe´ a` P est un L -feuilletage de codimension 1 et de degre´
≤ ν + 1 sur Cn+1 que l’on peut prolonger a` CP(n+ 1). 
Remarque. L’ine´galite´ ≤ ν + 1 est due au fait que l’on ne suppose pas le
polynoˆme P re´duit ; si P = P n1+11 . . . P
ns+1
s est de degre´ ν + 2, la 1-forme






de´finissant le feuilletage associe´ a` P est de degre´ strictement infe´rieur au degre´
de P de`s que l’un des nk est strictement positif.
On a une re´ciproque lorsque P est re´duit :
The´ore`me 1.13. Soit P un polynoˆme homoge`ne re´duit de degre´ k sur
Cn+1 dont la de´composition en polynoˆmes irre´ductibles s’e´crit P1 . . . Ps, s ≥ 2.
Si P de´finit un L -feuilletage sur Cn+1, il existe des L -feuilletages sur CP(n)
de degre´ k − 1 ayant pour facteur inte´grant P .
De´monstration. On de´finit l’alge`bre de Lie g de dimension ponctuelle n
par
g := {X champs line´aires, iXdP = 0}.
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Si X ∈ g, le flot de X est tangent aux niveaux de P et en particulier tangent
a` P−1(0) d’ou`
X(Pk) = µk(X)Pk
avec µk : g → C line´aire. Soit (λk)k=1,...,s satisfaisant
s∑
k=1
λk deg(Pk) = 0, alors






de´finit un L -feuilletage sur CP(n). En effet, soit
g′ = {X ∈ g,
s∑
k=1
λkµk(X) = 0} ⊂ g
Cette alge`bre de Lie tangente au feuilletage logarithmique FΩ est de codimen-
sion 1 dans g et de dimension ponctuelle n − 1. Comme P est un polynoˆme,
ses niveaux (excepte´ P−1(0)) n’adhe`rent pas a` l’origine donc R 6∈ g. L’alge`bre
CR + g′ est de dimension ponctuelle n et tangente au feuilletage FΩ. Pour
(λk)k=1,...,s ge´ne´rique, la 1-forme ω = PΩ satisfait codimCS ing ω ≥ 2 et FΩ
est de degre´ k − 1. 
Remarque. Si s = 1, alors µ1(X) ≡ 0 pour tout X ∈ g.
Si s ≥ 2, alors µi(X) 6≡ 0 ∀ i ∈ {1, . . . , s} ; en effet, si µi(X) ≡ 0 on a
X(Pi) = 0 ∀X ∈ g. Ainsi les feuilletages de´crits par Pi et P co¨ıncident et
s = i = 1.
2. L -feuilletages avec une singularite´ isole´e en dimension n ≥ 3.
Rappelons la de´finition d’un feuilletage a` singularite´ isole´e.
De´finition. Soit F un feuilletage sur un ouvert de Cn. On dit que F a
une singularite´ isole´e en m si m est isole´ dans S ing F .
On de´montre de fac¸on e´le´mentaire que si F est de´fini par la 1-forme ω =
n∑
k=1
akdzk alors F est a` singularite´ isole´e en m si et seulement si le germe en
m de {a1 = . . . = an = 0} est re´duit a` {m}.
On montre ici qu’un L -feuilletage sur CP(n) ayant une singularite´ isole´e
est associe´ a` une forme quadratique de rang maximum. Les outils ne´cessaires
sont le the´ore`me de Frobenius de Malgrange ([10]) ainsi que le re´sultat suivant
d’alge`bre commutative :
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Proposition 1.14. ([15]) Soient a1, . . . , an des e´le´ments de O(C
n, 0). Les
assertions suivantes sont e´quivalentes
(i) {a1 = . . . = an = 0} = {0}
(ii) le module des relations
Ma := {(b1, . . . , bn) |
n∑
k=1
akbk = 0, bi ∈ O(Cn, 0)}
est engendre´ par les relations triviales
bkj = (0, . . . , 0, aj, 0, . . . , 0,−ak, 0, . . . , 0).
Le the´ore`me de Frobenius singulier de Malgrange donne une condition
ge´ome´trique d’existence d’inte´grale premie`re holomorphe pour un feuilletage
singulier :
The´ore`me 1.15. ([10]) Soit ω un germe de 1-forme holomorphe inte´grable
en 0. Si codimC S ing ω ≥ 3, il existe f ∈ O(Cn, 0) et g ∈ O∗(Cn, 0) tels que
ω = gdf , i.e. f est inte´grale premie`re du feuilletage associe´ a` ω.
Le the´ore`me de Malgrange est inope´rant en dimension 2 : la condition
codimCS ing ω ≥ 3 ne peut eˆtre satisfaite sauf lorsque ω n’a pas de singularite´
et la` il s’agit du the´ore`me de Frobenius classique.
Enonc¸ons le the´ore`me principal de cette partie :
The´ore`me 1.16. Soit F un L -feuilletage sur CP(n), n ≥ 3, ayant un
point singulier isole´. Alors F est de degre´ 1 et il existe une carte affine Cn ⊂
CP(n) telle que F|Cn soit associe´ a` une forme quadratique de rang maximum.
Remarque. L’e´nonce´ ne dit pas que le lieu singulier est re´duit a` un point
mais qu’il existe un point singulier isole´.
De´monstration. Supposons que le point singulier de F soit l’origine 0
d’une carte affine Cn ⊂ CP(n). Si X ∈ L , on sait que dans la carte affine







ou` ℓ˜ est line´aire, les ak affines et R le champ radial de C
n.
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Le champ X s’annule en 0 sinon toute la trajectoire de X passant par 0
serait singulie`re pour F , ce qui contredirait l’hypothe`se F admet une singu-
larite´ isole´e. Ainsi les ak sont line´aires, i.e. X s’e´crit
X ′ + ℓ(X)R
ou` ℓ : L → (Cn)∗ est line´aire et X ′ un champ line´aire.
Soient X1, . . . , Xn−1 ∈ L tels que pour z ge´ne´rique, on ait
dimC < X1(z), . . . , Xn−1(z) >= n− 1
La 1-forme Ω de´finie par
iX1 . . . iXn−1dz1 ∧ . . . ∧ dzn
est inte´grable et s’e´crit
Ωn−1 + Ωn
ou` les Ωk sont homoge`nes de degre´ k, Ωn−1 = iX′
1
. . . iX′n−1dz1 ∧ . . . ∧ dzn et
iRΩn = 0. Il se peut que Ω s’annule sur une hypersurface et se laisse diviser
par un polynoˆme ; c’est en fait le cas. Le feuilletage F est de´fini par une 1-
forme a` singularite´ isole´e en 0 ; le the´ore`me de Malgrange assure l’existence













ne´cessairement df est a` singularite´ isole´e, la proposition 1.2.3. assure que le
module des relations des ∂f
∂zk














ou` µkj ∈ O(Cn, 0). Comme dimC < X1(z), . . . , Xn−1(z) >= n − 1 pour z
ge´ne´rique, les X ′ ne sont pas tous identiquement nuls et puisque f a une
singularite´ isole´e a` l’origine, f est non submersive. De sorte qu’en calculant le
1-jet d’un e´le´ment X ge´ne´rique on constate que
f = q + termes d’ordres supe´rieurs
ou` q est une forme quadratique non triviale. Comme Ω ∧ df = 0, le lemme de
de Rham-Saito assure l’existence de G ∈ O(Cn, 0) tel que
Ω = Ωn−1 + Ωn = Gdf = G(dq + termes d’ordre supe´rieur).
Remarquons que Ωn−1 6= 0 sinon on aurait
iRΩ = iRΩn−1 + iRΩn = 0
qui implique iRdf = 0, ce qui est absurde. Comme Ω est d’ordre n − 1 et dq
d’ordre 1, l’e´galite´
Ω = Ωn−1 + Ωn = G(dq + termes d’ordre supe´rieur)
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implique que G est d’ordre n − 2 ≥ 1. On en de´duit que G s’annule sur
une hypersurface et par conse´quent Ω aussi ; or Ω est polynoˆmiale donc cette
hypersurface est alge´brique. Ainsi G s’e´crit UP avec U ∈ O∗(Cn, 0) et P un
polynoˆme :
Pn−2 + . . .+ PN
ou` les Pi sont homoge`nes de degre´ i et Pn−2 6= 0. Finalement Ω s’e´crit
Ω = Ωn−1 + Ωn = Gdf = PUdf = (Pn−2 + . . .+ PN)(ω1 + . . .+ ωN ′) = Pω
ou` les ωk sont des 1-formes homoge`nes de degre´ k, ω1 = dq avec PN et ωN ′ non
nuls.
Par identification, on a

Ωn−1 = Pn−2dq
Ωn = Pn−2ω2 + Pn−1dq
0 = Pn−2ω3 + Pn−1ω2 + Pndq
...
0 = PNωN ′
Il en re´sulte que 

N +N ′ = n
1 ≤ N ′
n− 2 ≤ N
autrement dit on a l’alternative :
- N ′ = 1 et N = n− 1
- N ′ = 2 et N = n− 2.
Dans le premier cas, P = Pn−2 + Pn−1, ω = ω1 et F est un feuilletage
de degre´ 1. Dans le second cas, P = Pn−2 et ω = ω1 + ω2 avec iRω2 = 0
car iRΩn = 0. Ce qui signifie ici encore que F est un feuilletage de degre´ 1.
La classification des feuilletages de degre´ 1 (que nous rappelons au chapitre 3)
nous permet de trouver une carte affine dans laquelle ω2 = 0. Ainsi F est de´fini
par dq ou` q est une forme quadratique ne´cessairement de rang maximum. 
Remarque. Ce the´ore`me n’est pas correct en dimension 2 ; surCP(2) tous
les feuilletages de degre´ 1 sont des L -feuilletages et posse`dent une singularite´
isole´e (trois compte´es avec multiplicite´) sans toutefois eˆtre associe´s a` une forme
quadratique.
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3. The´ore`mes ge´ne´raux.
On rappelle quelques re´sultats e´le´mentaires classiques sur les alge`bres de
Lie et on pre´sente leur traduction en terme de L -feuilletages. On renvoie aux
livres classiques pour ces re´sultats.
Proposition 1.17. Soit g une sous-alge`bre de Lie de M (n,C) dont tous
les e´le´ments sont semi-simples. Alors g est isomorphe a` une alge`bre diagonale.
On en de´duit aise´ment la
Proposition 1.18. Soit g une alge`bre de Lie de champs de vecteurs line´aires
sur Cn+1. Si tous les e´le´ments de g sont semi-simples, alors g est abe´lienne et
dimC g = dimC g(m) pour m ∈ Cn+1 ge´ne´rique.
De´monstration. Par la proposition 1.17, g est isomorphe a` une alge`bre
de matrices diagonales ; ainsi si X1, . . . , Xs est une base de g, on peut trouver










a pour rang s la dimension de g. Evaluons l’e´le´ment
s∑
k=1
λkXk de l’alge`bre g au
point ge´ne´rique (1, . . . , 1) (chaque m = (m1, . . . , mn) avec mj 6= 0 se rame`ne a`























Par suite l’espace engendre´ par les
s∑
k=1
λkXk e´value´ en (1, . . . , 1) est de dimen-
sion s. 
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On obtient comme conse´quence directe :
Corollaire 1.19. Soit F un L -feuilletage (de codimension 1) sur CP(n)
associe´ a` L ⊂ χ(CP(n)). Si tous les e´le´ments de L sont semi-simples, alors
F est line´airement conjugue´ a` un feuilletage logarithmique du type






, λj ∈ C
ou` les zj sont des coordonne´es.
De´monstration. Soit ω une 1-forme de´finissant le feuilletage F . On
identifie L a` L ′. La proposition 1.3.1. assure l’existence d’un syste`me de
coordonne´es z0, . . . , zn dans lequel L






ou` µj(X) ∈ C. Alors l’alge`bre L˜ est engendre´e par les champs X1, . . . , Xn−1







µj(Xk)λj = 0 pour k = 1, . . . , n− 1






de´finit F . 
Remarques. (i) Tous les L -feuilletages sur CP(n) associe´s a` une alge`bre







Par exemple, les champs zj
∂
∂z0
, j 6= 1, engendrent une alge`bre g abe´lienne
satisfaisant dim g(X) ≤ 1 pour toutX ∈ g. Ainsi l’hypothe`se tous les e´le´ments
sont semi-simples est importante pour le dernier point, exiger que l’alge`bre soit
abe´lienne ne suffit pas.
(ii) L’adhe´rence des feuilletages conjugue´s aux feuilletages logarithmiques
du type
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forme une composante irre´ductible de l’adhe´rence de l’ensemble des feuilletages
de degre´ n− 1 sur CP(n) ([3]).
(iii) On note aussi que les limites de feuilletages de´finis par des 1-formes du
type (∗∗) ne sont pas ne´cessairement des L -feuilletages ; soit F le feuilletage
sur C4 = {z0, z1, z2, z3} de´crit par la 1-forme

















κi = 0. On remarque que ω apparaˆıt comme lim
ε→0
ωε ou`









d(εz2 + z1 − z0)







κi = 0 et donc F est limite des L -feuilletages Fε. On peut montrer
que ω ne de´finit pas un L -feuilletage de la fac¸on suivante ; si
ϕ : C → C4
z 7→ (ϕ0(z), ϕ1(z), ϕ2(z), ϕ3(z))
est une application entie`re qui e´vite les hyperplans z0 = 0, z1 = 0 et z0 = z1,
il re´sulte du the´ore`me de Picard qu’il existe une relation non triviale
a0ϕ0 + a1ϕ1 = 0, ai ∈ C
En appliquant cette remarque aux flots des champs line´aires tangents a` ω, on
constate que la condition de dimension ponctuelle trois ne peut eˆtre re´alise´e.
On rappelle la
De´finition. Soit g une alge`bre de Lie, on note (gi)i∈N la suite de´finie par
g0 = g, gi+1 = [gi, gi]
On dit que g est re´soluble si gp = {0} pour un certain p.
Rappelons aussi le the´ore`me de triangulation des alge`bres de Lie re´solubles :
The´ore`me 1.20. Toutes les alge`bres de Lie complexes re´solubles de matri-
ces g sont triangulables, i.e. il existe une matrice inversible P telle que PgP−1
soit triangulaire.
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De´finition. Soit F un L -feuilletage sur CP(n). On dit que L est
re´gulie`re si pour tout point m ∈ CP(n) \ S ing F la dimension ponctuelle
de L en m est n− 1.
On remarque qu’un L -feuilletage de degre´ maximal n−1 est ne´cessairement
re´gulier.
On de´duit de 1.20 le :
The´ore`me 1.21. Soit F un feuilletage sur CP(n) associe´ a` L ⊂ χ(CP(n))
re´gulie`re. Si L est re´soluble, alors F posse`de un hyperplan invariant H .
En particulier, il existe une carte affine Cn ≃ CP(n) \ H dans laquelle les
e´le´ments de L sont affines.
De´monstration. L’alge`bre L ′ est une alge`bre de Lie re´soluble isomorphe
a` une sous-alge`bre de M (n+1,C). D’apre`s le the´ore`me 1.20 cette alge`bre est
triangulable et admet donc pour hyperplan invariant H˜ := {zn = 0}, ou`
{z0, . . . , zn} est un syste`me de coordonne´es triangularisant de Cn+1. Puisque
L est re´gulie`re, en un point ge´ne´rique m de H˜ la dimension ponctuelle de
L ′ est n − 1, et H˜ est invariant par le feuilletage ; d’ou` l’existence via la
projection canonique π : Cn+1 \ {0} → CP(n) d’un hyperplan invariant pour
F .
Enfin, on montre facilement que si le feuilletage F admet un hyperplan in-
variant H , alors dans la carte affine CP(n) \ H les champs tangents a` F
sont affines. 
L’hypothe`se de re´gularite´ est ne´cessaire. Nous de´taillerons en 5.1.4 l’exem-
ple d’un feuilletage de degre´ deux sur CP(4) ayant une inte´grale premie`re de
type Q1
Q2
, Qi quadratique, associe´ a` une alge`bre de Lie re´soluble non re´gulie`re
maximale ; l’alge`bre posse´de un hyperplan invariant, le feuilletage non.
On rappelle aussi les
De´finitions. 1) Soit g une alge`bre de Lie ; il existe un unique ide´al
re´soluble note´ R(g) appele´ radical de g contenant tous les ide´aux re´solubles
de g.
2) Une alge`bre g est semi-simple si elle ne contient pas d’ide´al re´soluble
non trivial ce qui est e´quivalent a` R(g) = {0}.
Il est assez naturel de regarder les L -feuilletages associe´s aux alge`bres
semi-simples :
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The´ore`me 1.22. Soit F un L -feuilletage associe´ a` la sous-alge`bre L ⊂
χ(CP(n)). Si L est semi-simple, ou plus ge´ne´ralement si [L ,L ] = L , alors
F posse`de une inte´grale premie`re rationnelle.
De´monstration. Comme d’habitude on rele`ve L a`Cn+1 en L ′. Le feuil-
letageF posse`de un facteur inte´grant P = P n1+11 . . . P
ns+1

















ou` ω de´finit F . Si tous les λi sont nuls, le feuilletage F posse`de une inte´grale
premie`re rationnelle ; si ce n’est pas le cas supposons par exemple que λ1 6= 0.
Soit X ∈ L ′ ; le champ X est tangent a` F˜ et par suite tangent aux hypersur-
faces invariantes par F˜ . Or le lieu des ze´ros de Pk en est une pour k = 1, . . . , s ;
ceci se traduit par :
X(Pk) = iXdPk = µk(X)Pk.
A priori µk(X) ∈ O(Cn+1, 0) mais Pk et X(Pk) sont homoge`nes de meˆme degre´
donc µk(X) ∈ C. On constate que si X est un commutateur, i.e. si X s’e´crit
[Y, Z] avec Y , Z ∈ L ′, alors µk(X) = 0. En fait chaque µk : L ′ → C est un
morphisme d’alge`bres de Lie donc trivial puisque [L ′,L ′] = L ′. Il se trouve
que P admet au moins deux facteurs premiers entre eux dans sa de´composition,






























l’identite´ d’Euler impliquent que λ1 degP1 = 0, i.e. λ1 = 0 ce qui est exclu, ou
degP1 = 0 ce qui est encore exclu.








est homoge`ne non constante de degre´ 0 donc passe
a` CP(n) et est inte´grale premie`re de tout e´le´ment de L donc de F . 
Remarques. (i) La construction pre´ce´dente donne une « construction a`
deux branches e´ventuellement multiples » : un L -feuilletage associe´ a` une







avec P1 et P2 deux polynoˆmes irre´ductibles et νi = degPi. On peut en effet
lorsque les λi sont nuls adapter le raisonnement pre´ce´dent.
(ii) Dans le cas ou` L est semi-simple, on sait que L s’inte`gre en un groupe
alge´brique ce qui donne imme´diatement le re´sultat. En fait l’e´nonce´ donne plus
que le cas semi-simple et donne le (i) de la remarque qui a un inte´reˆt en soi.
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The´ore`me 1.23. Soit F un L -feuilletage sur CP(n) de´crit par la 1-forme
ω. Si tous les e´le´ments de L sont nilpotents, alors F posse`de une inte´grale
premie`re rationnelle.
De´monstration. Comme toujours on rele`ve l’alge`bre L a`Cn+1 en l’alge`bre
L ′. Puisque tous les e´le´ments de L sont nilpotents, L ′ est nilpotente et apre`s
triangulation les hyperplans zn = cte sont invariants par les e´le´ments de L
′.
Par conse´quent, les feuilles du feuilletage F ′ associe´ a` L ′ sont contenues dans
les hyperplans zn = cte et sont, puisque L
′ produit un feuilletage de codimen-
sion 2, de codimension 1 dans ces hyperplans. La forme dω|zn=cte est nulle sinon
le feuilletage restreint serait de codimension 2. On a ainsi l’e´galite´ dω∧ dzn = 0
qui conduit a` d(ω ∧ dzn) = 0 ; autrement dit ω est ferme´e dans les fibres zn =
cte donc par le the´ore`me de Poincare´ exacte dans ces fibres. Par suite, la 1-
forme ω s’e´crit αdzn+dH . Par ailleurs, l’e´galite´ degH = degα+ 1 = deg ω+1
et l’identite´ d’Euler αzn+H degH = 0 impliquent que H = − αzndegω+1 ; donc la
1-forme ω s’e´crit
(degω)αdzn − zndα





comme inte´grale premie`re. 




1. Principe de construction d’exemples.
On va de´crire un principe qui permet de construire des L -feuilletages a`
partir d’exemples classiques venant en particulier de la the´orie des invariants
et des actions de Cn−1 sur Cn.
On note Ek := C
nk+1, nk ∈ N∗, et P(Ek) ≃ CP(nk), k = 1, . . . , q. Sur
P(Ek), on se donne un L -feuilletage Fk associe´ a` une alge`bre de Lie Lk de
champs de vecteurs line´aires ; pour mk ∈ P(Ek), ge´ne´rique, on a
dimLk(mk) = nk − 1




























nk ; on conside`re sur E1 ⊕ . . .⊕ Eq ≃ CN+q le feuilletage












Pk et les µk ∈ C sont non tous nuls. On remarque que Fµ descend




Rk est le champ radial sur E1 ⊕ . . . ⊕ Eq ; comme chaque ωk annule
Rj pour j = 1, . . . , q, la 1-forme Ω annule R.
35
36 2. EXEMPLES.
Proposition 2.1. Si chaque Fk posse`de une syme´trie Xk, alors le feuil-
letage Fµ descend en un L -feuilletage sur P(E1 ⊕ . . .⊕ Eq).
De´monstration. Soit m˜ = (m˜1, . . . , m˜q) ∈ E1⊕. . .⊕Eq un point ge´ne´rique.





























On remarque que X˜α est tangent a` Fµ. Soit L˜ l’alge`bre de Lie engendre´e par
L 0 et par les champs X˜α ; l’alge`bre L˜ est forme´e de champs line´aires tangents
a` Fµ. De plus, en un point m˜ ∈ E1 ⊕ . . .⊕ Eq ge´ne´rique, on a
dim L˜ (m) = dimL 0(m˜) + q − 1 =
q∑
k=1
nk + q − 1 = N + q − 1
donc Fµ induit un L -feuilletage. 
Il se peut que L˜ ne soit pas maximale alors que tous les L˜k le sont ; nous
allons voir que modulo une hypothe`se d’irre´ductibilite´ elle l’est.
De´finition. Soit F un feuilletage sur CP(n) de´fini en coordonne´es ho-
moge`nes par ω =
n∑
k=0
akdzk. On dit que F est irre´ductible si ω n’annule pas
de champ constant non trivial.
Remarquons que si F n’est pas irre´ductible, alors F est le pull-back
line´aire d’un feuilletage F ′ sur un CP(ℓ), ℓ < n.
Soient Fµ, Fk, L
0 et L˜ comme dans la proposition 2.1 ; on a la :
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Proposition 2.2. Si chaque Fk est irre´ductible, alors L˜ est maximale.
De plus, si on note g = {
q∑
k=1
αkX˜k, < α, µ >= 0}, on a L˜ = g ⊕L 0 et
[g,L 0] ⊂ L 0.
De´monstration. Soit Y un champ de vecteurs line´aire tangent a` F˜µ.
Montrons que Y ∈ L˜ ; le champ Y s’e´crit
Y1 + . . .+ Yq


















Par suite, iYkωk est divisible par Pk ; comme Yk est line´aire, on a iYkωk =
ckPk ou` ck ∈ C et
q∑
k=1
µkck = 0. Puisque iX˜kωk = Pk, le champ Y˜k := Yk−ckX˜k
est annule´ par ωk. Les composantes de Y˜k pourraient de´pendre de variables
autres que celles de Ek ; montrons qu’en fait ce n’est pas le cas. Soient u =
(u1, . . . , us) des coordonne´es de Ek et v = (vs+1, . . . , vr) des coordonne´es de





















. Pour v ge´ne´ral fixe´ ceci produit un champ de vecteurs
constant non nul, de`s que l’un des bj est non trivial ; ce champ est tangent a` Fk
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Y˜k ∈ L 0.
Pour terminer il suffit de montrer que [X˜k,L
0] ⊂ L 0 ; pour cela il suffit
de ve´rifier que les champs line´aires [X˜k, Zk], ou` Zk ∈ L˜k, annulent ωk et sont
donc dans L˜k. Mais comme X˜k est une syme´trie line´aire de Fk et iZkωk = 0,
on a i[X˜k,Zk]ωk = 0. 
Plus ge´ne´ralement on montre de la meˆme manie`re le :
Proposition 2.3. Soit ωk une 1-forme inte´grable homoge`ne de´finissant un
L -feuilletage sur Cnk admettant une syme´trie Xk et Pk = iXkωk. Si les µk ∈












de´finit un L -feuilletage sur P(Cn1 ⊕ . . .⊕Cnq).
Remarques. (i) Si iRkωk 6= 0, on a une syme´trie automatique Xk = Rk




(ii) Si iRkωk 6= 0, alors Qk = iRkωk et Pk sont des facteurs inte´grants de ωk.
Si la 1-forme ωk n’a pas d’inte´grale premie`re rationnelle, alors Qk = cte Pk.
2. Exemples logarithmiques.
Les exemples logarithmiques vus en 1.3. s’obtiennent trivialement via le
principe pre´ce´dent.
On conside`re sur Ek = C la 1-forme ωk = dzk, le polynoˆme Pk = zk et
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On construit sur E1 ⊕ . . .⊕En+1 le feuilletage logarithmique de´crit par la
1-forme






µk 6= 0, qui descend sur PCn+1 = CP(n) de`s que
n+1∑
k=1
µk = 0. On a ici L ≃
Cn−1.














λkµk 6= 0 est une syme´trie.
3. Exemples issus de formes quadratiques.
SurCnj on conside`re une forme quadratique Qj de rang maximal, i.e. quitte




Soit Fj le L -feuilletage sur C
nj de´fini par la 1-forme dQj et associe´ a`
l’alge`bre so(Qj) ≃ so(nj ;C). Le champ radial Rj de Cnj est une syme´trie de
Fj : c’est l’identite´ d’Euler.
On construit sur CN = Cn1 × . . .Cnq le feuilletage de´crit par






(qui descend en un L -feuilletage sur CP(N − 1) de`s que
q∑
j=1
µj = 0). La




κjRj , < κ, µ >= 0} ⊕ so(Q1)⊕ . . .⊕ so(Qq)
≃ Cq−1 ⊕ so(n1;C)⊕ . . .⊕ so(nq;C) (somme directe d’alge`bres de Lie)
En conside´rant CN comme une carte affine de CP(N) on constate que ce
feuilletage s’e´tend a` CP(N) et que ce prolongement est associe´ a` l’alge`bre L .
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Si q ≥ 3, les feuilles sont en ge´ne´ral denses. Si µj ∈ Z, on obtient des
exemples avec inte´grales premie`res rationnelles.
On peut aussi coller des feuilletages logarithmiques avec des feuilletages

































>. Alors Z − µ(z0 ∂∂z0 + κ2R1)
annule ω et n’a pas de composante en ∂
∂z0











La 1-forme ω de´crit donc un L -feuilletage de degre´ 2 et de codimension 1 sur
C4 associe´ a` L = so(3;C)⊕C. Ce feuilletage s’e´tend en un L -feuilletage sur















4. Exemples issus d’actions classiques.
On pre´sente quelques exemples d’actions classiques qui peuvent eˆtre des
bases pour le principe de construction d’exemples ; la plupart de ces exemples
se trouvent dans les livres ([8], [6], [13]). Il est plus commode ici de pre´senter
les groupes eux-meˆmes que les sous-alge`bres de Lie correspondantes.
4.1. Action de PGL(2,C) sur CP(3) et construction d’un L -feuilletage
sur CP(4). On note V4 l’ensemble des polynoˆmes homoge`nes de degre´ trois
en deux variables et de manie`re plus ge´ne´rale Vk l’ensemble des polynoˆmes
homoge`nes de degre´ k − 1 en deux variables. Le groupe GL(2,C) agit sur Vk
g.P = P ◦ g−1
ou` P ∈ Vk et g ∈ GL(2,C). Soient λ, µ ∈ C∗, on a










L’action de GL(2,C) sur Vk induit donc une action de PGL(2,C) sur P(Vk) ≃
CP(k − 1). Or un e´le´ment de CP(3) ≃ P(V4) est la donne´e d’un polynoˆme
P de degre´ 3 a` multiplication par un scalaire pre`s, autrement dit la donne´e de
trois droites vectorielles ∆1, ∆2 et ∆3 dans C
2 non nume´rote´es (les ze´ros de
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P ), soit encore la donne´e de trois points de CP(1). Ainsi l’action de PGL(2,C)
sur CP(3) correspond a` l’action de PGL(2,C) ≃ Aut CP(1) sur les triplets
de points de CP(1).
De´crivons les orbites de cette action.
On compte trois orbites : l’orbite des triplets de points distincts, l’orbite
des triplets de points dont deux seulement sont confondus et l’orbite des points
triples.
On commence tout d’abord par s’inte´resser au sous-ensemble de CP(3)
correspondant aux points triples ; un point triple c’est la donne´e d’un polynoˆme
homoge`ne P de degre´ 3 qui est un cube :
P (z0, z1) = (βz0 − αz1)3
c’est encore la donne´e du point [α : β] ∈ CP(1). On peut donc parame´trer les
points triples par l’application
(α, β) 7→ (βz0 − αz1)3 = β3z30 − 3β2αz20z1 + 3βα2z0z21 − α3z31
qui induit l’application
[α : β] 7→ [β3 : −3β2α : 3βα2 : −α3]
dont l’image est « la » cubique gauche de CP(3) note´e Γ.
De´crivons maintenant l’orbite des triplets de points forme´s d’un point
double et d’un point simple. On conside`re le polynoˆme z30 , c’est le point
m = [1 : 0 : 0 : 0] ∈ Γ. La tangente a` Γ en m est donne´e par
t 7→ (1, 0, 0, 0) + t ∂
∂α
(1,−3α, 3α2,−α3)|α=0 = (1,−3t, 0, 0)
qui correspond au polynoˆme z20(z0 − 3tz1) ; pour t 6= 0, ce polynoˆme est le
mode`le a` conjugaison pre`s de tout polynoˆme de degre´ trois ayant un terme
carre´.
On remarque que si ϕ est un e´le´ment de Aut CP(3) laissant Γ invariante
et si m ∈ Γ, l’image par ϕ de la tangente a` Γ en m est la droite tangente a` Γ
en ϕ(m).
Ainsi l’orbite des polynoˆmes, dont le lieu des ze´ros est une droite double et
une droite simple, est l’ensemble des tangentes Σ a` la cubique Γ prive´ de Γ.
La surface Σ \Γ est invariante sous l’action de PGL(2,C), elle est parame´tre´e
par l’application
(α, t) 7→ (−3α, 3α2,−α3) + t(−3, 6α,−3α2)
et est de degre´ 4 ([8]). On ve´rifie facilement que dans une carte affine ad-hoc,
Σ est isomorphe a` un cylindre cuspidal (T, s) 7→ (T, s2, s3).
L’action de PGL(2,C) sur CP(3) produit une unique orbite ge´ne´rique
CP(3) \Σ et par conse´quent ne produit pas de feuilletage. Toutefois elle nous
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sera utile plus loin. Par contre l’action de SL(2,C) sur V4 admet un invariant ∆
(le discriminant). On obtient ainsi un L -feuilletage sur C4 dont une inte´grale
premie`re de ce feuilletage est











2 − 4α0α32 − 4α31α3 − 27α20α23 + 18α0α1α2α3.
On le prolonge de fac¸on naturelle a` CP(4). Ce feuilletage est associe´ a` une
sous-alge`bre L ⊂ χ(CP(4)) isomorphe a` sℓ(2,C) ; il est de degre´ 3.
4.2. Action de PGL(3,C) sur CP(5) et construction d’un L -feuilletage
sur CP(6). Le groupe GL(3,C) agit sur l’espace des matrices syme´triques
S ym(3,C) ≃ C6 comme suit
g.P = (tg−1)Pg−1
ou` P ∈ S ym(3,C) et g ∈ GL(3,C). Cette action correspond a` l’action na-





Ainsi PGL(3,C) agit sur PS ym(3,C) ≃ CP(5).
De´crivons les orbites de cette action. CommeCP(5) ≃ {coniques de CP(2)},
l’e´tude des orbites se rame`ne a` celles des droites doubles, des paires de droites
distinctes et des coniques lisses. L’orbite des droites doubles est l’image de
l’application de Ve´rone`se
CP(2) → CP(5)
[z0 : z1 : z2] 7→ [z20 : z21 : z22 : z0z1 : z0z2 : z1z2]
appele´e surface de Ve´rone`se ; l’orbite des paires de droites distinctes est la
varie´te´ se´cante a` la surface de Ve´rone`se (c’est l’hypersurface constitue´e des
droites qui coupent cette surface) prive´e de celle-ci. Enfin l’orbite des coniques
lisses est l’ouvert dense de CP(5) :
CP(5) \ {varie´te´ se´cante a` la surface de Ve´rone`se}.
Pour obtenir un feuilletage de codimension 1 on conside`re comme pre´ce´demment
l’action de SL(3,C) sur S ym(3,C) : deux matrices A, B ∈ S ym(3,C) sont
conjugue´es si et seulement si il existe P ∈ SL(3,C) telle que tPAP = B
c’est-a`-dire si et seulement si detA = detB. Donc
δ(z) = det

 z1 z2 z3z2 z4 z5
z3 z5 z6

 = z1z4z6 − z1z25 − z22z6 + 2z2z3z5 − z23z4
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est un invariant de degre´ 3 de l’action de SL(3,C) sur S ym(3,C) ≃ C6. En
prolongeant δ a` CP(6), on de´finit un L -feuilletage de degre´ 2 et de codimen-
sion 1 sur CP(6) dont une inte´grale premie`re est
z1z4z6 − z1z25 − z22z6 + 2z2z3z5 − z23z4
z30
Ce L -feuilletage est associe´ a` l’alge`bre de Lie sℓ(3,C) de dimension 8 ; en
effet, l’alge`bre L ie PGL(3,C) = sℓ(3,C) est simple donc le morphisme
L ie PGL(3,C) = sℓ(3,C)→ L ie Aut CP(5) = χ(CP(5))
est injectif et χ(CP(5)) ⊃ L ≃ sℓ(3,C).
Plus ge´ne´ralement l’action de SL(n,C) sur S ym(n;C) produit un L -
feuilletage de degre´ n−1 et de codimension 1 sur CP(n(n+1)
2
) associe´ a` l’alge`bre
sℓ(n,C) dont une inte´grale premie`re est
detA
zn0
avec A ∈ S ym(n,C).
4.3. Action de PGL(3,C) sur CP(9) et construction d’un L -feuilletage
sur CP(9). Soit W4 l’ensemble des polynoˆmes homoge`nes de degre´ trois en
trois variables. Le groupe GL(3,C) agit sur W4
g.P = P ◦ g−1
ou` P ∈W4 et g ∈ GL(3,C). Comme pre´ce´demment cette action de GL(3,C)
sur W4 se laisse projectiviser en une action de PGL(3,C) sur P(W4) ≃ CP(9).
Il y a huit orbites spe´ciales : celle des droites triples, de l’union d’une
droite double et d’une droite, de l’union de trois droites en position ge´ne´rale, de
l’union de trois droites concourrantes, d’une conique et d’une droite en position
ge´ne´rale, d’une conique et d’une droite tangente, des cubiques cuspidales et des
cubiques a` point double.
Les orbites ge´ne´riques sont celles des courbes elliptiques. Une courbe ellip-
tique Eλ s’e´crit a` composition par un automorphisme pre`s
z21z2 = z0(z0 − z2)(z0 − λz2).
On constate que deux courbes elliptiques Eλ et Eλ′ sont e´quivalentes si et
seulement si les ensembles
Λ = {λ, 1
λ






(orbite de λ sous l’action de z 7→ 1
z
et z 7→ 1− z) et
Λ′ = {λ′, 1
λ′







co¨ıncident ; autrement dit si et seulement si j(λ) = j(λ′) ou` j de´signe la fonc-
tion
λ 7→ 256(λ
2 − λ+ 1)3
λ2(λ− 1)2
En effet, j( 1
λ
) = j(λ) et j(1 − λ) = j(λ). La fonction j est donc bien de´finie
sur les quadruplets de points de CP(1) et induit une fonction rationnelle
J : CP(9) 99K CP(1) qui est la composition de j avec λ. Ceci est relie´ au
fait que l’on peut voir la donne´e d’une courbe elliptique comme celle d’un
reveˆtement au dessus de CP(1) ramifie´ en quatre points, ce que nous pre´cisons
dans le paragraphe suivant. L’adhe´rence de l’orbite d’une courbe elliptique est
une fibre de J . C’est une hypersurface de degre´ 6 sauf pour les deux valeurs
critiques de j : 0 et 1728 (les points critiques de j, qui sont 2, 1
2
, 1 de mul-
tiplicite´ 1 et −j, −j2 de multiplicite´ 2, correspondent aux re´seaux spe´ciaux
Z⊕ iZ et Z⊕ jZ).
Les orbites des cubiques singulie`res satisfont des conditions d’incidence ;
par exemple l’adhe´rence de l’orbite d’une courbe elliptique contient le lieu des
cubiques cuspidales.
L’action de PGL(3,C) sur CP(9) produit donc un L -feuilletage de degre´
8 et de codimension 1 sur CP(9) associe´ a` l’alge`bre L ≃ sℓ(3,C). Le calcul
du degre´ n’est pas si facile et a e´te´ effectue´ par J. V. Pereira ([11]) en utilisant
une me´thode due a` Darboux. Les descriptions des feuilles et du lieu singulier
s’obtiennent a` partir des conside´rations pre´ce´dentes sur les orbites.
On trouvera la formule explicite de la fonction J dans le livre de Dolgachev
[6] page 160.
4.4. Action de PGL(2,C) sur CP(4). Comme on l’a dit pre´ce´demment
PGL(2,C) agit sur P(V5) ≃ CP(4). On retrouve et on pre´cise les re´sultats du
paragraphe ci-dessus.
On compte cinq cas de figures diffe´rents : les quadruplets de points tous
distincts, les paires de points doubles, les quadruplets forme´s d’un point triple
et d’un point double, les quadruplets forme´s d’une paire de points doubles et
d’une paire de points simples et enfin les points quadruples.
Les quatre premie`res configurations produisent quatre orbites. En effet, une
homographie permet d’e´changer deux triplets de points donne´s mais envoie
quatre points distincts zi, i = 1, . . . , 4, sur 0, 1, ∞ et le birapport λ des zi.
Toutefois le calcul du birapport tient compte de l’ordre dans lequel on s’est











. Ainsi deux quadruplets de points distincts non
nume´rote´s peuvent eˆtre envoye´s l’un sur l’autre par un e´le´ment de PGL(2;C)
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si et seulement si les ensembles
Λ = {λ, 1
λ















co¨ıncident. Or Λ et Λ′ co¨ıncident si et seulement si j(λ) = j(λ′). On retrouve
ainsi la situation du 2.4.3.
De´crivons par exemple l’orbite d’un point quadruple : se donner un point
quadruple revient a` se donner un polynoˆme homoge`ne de degre´ 4 de la forme
P (z0, z1) = (βz0 − αz1)4
ce qui de´termine un point [α : β] ∈ CP(1). On peut donc parame´trer les points
quadruples par l’application
(α, β) 7→ (βz0 − αz1)4 = β4z40 − 4β3αz30z1 + 6β2α2z20z21 − 4βα3z0z31 + α4β4
qui induit l’application de CP(1) dans CP(4) :
[α : β] 7→ [β4 : −4β3α : 6β2α2 : −4βα3 : α4β4]
Son image est une courbe de degre´ 4 appele´e courbe de Ve´rone`se.
L’action dePGL(2,C) surCP(4) induit unL -feuilletage associe´ a` L ≃ sℓ(2,C).
On cherche une expression de l’inte´grale premie`re de ce L -feuilletage ; on prof-
ite de l’existence d’invariants de l’action de GL(2,C) sur V5. Il existe deux tels





































































Ainsi on trouve que P
3
∆
ou` ∆ = 28(P 3 − 27H2) est une inte´grale premie`re du
L -feuilletage induit par l’action de PGL(2,C) sur CP(4). On en de´duit que
P 3
∆

















Cet espace est de dimension 8 ; un e´le´ment ge´ne´rique de V, i.e. un e´le´ment tel
que gcd(A0, A1, A2) = 1, repre´sente un feuilletage de degre´ 1 sur CP(2) (cf.
chapitre 3)
Le groupe GL(3,C) agit sur V de fac¸on naturelle
g.ω = g∗ω





et l’action de GL(3,C) sur V induit donc une action de PGL(3,C) sur P(V) ≃
CP(7).
Donnons une bre`ve description de cette action.
Commenc¸ons par nous inte´resser aux e´le´ments ωn,g non ge´ne´riques de V , i.e.








Lkzk = 0. On remarque que
2∑
k=0
Lkdzk est line´airement conjugue´ a`
z1dz2 − z2dz1
Par suite, les 1-formes ωn,g sont line´airement conjugue´es a` des formes du type
L(z1dz2 − z2dz1)
ou` L est line´aire. Si L de´pend seulement de (z1, z2), on se rame`ne au mode`le
ω1 = z1(z1dz2 − z2dz1)
et sinon a`
ω0 = z0(z1dz2 − z2dz1)
Se donner un e´le´ment de Orb[ω1], ou`Orb[ω1] de´signe l’orbite de [ω1], revient
a` se donner une droite (la droite z1 = 0) du pinceau de droites associe´ au
feuilletage de degre´ 0 de´crit par z1dz2 − z2dz1 ; ainsi dimOrb[ω1] = 3.
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Un e´le´ment de Orb[ω0] correspond au point de base du pinceau de droites
associe´ au feuilletage de degre´ 0 de´crit par z1dz2 − z2dz1 et a` une droite
ge´ne´rique ; ainsi dimOrb[ω0] = 4.
On constate que Orb[ω1] ⊂ Orb[ω0] et que Orb[ω0] est biholomorphe a`
CP(2)× ˇCP(2) ≃ CP(2)× CP(2), ou` ˇCP(2) de´signe l’espace projectif dual.
Dans CP(2)× ˇCP(2), l’orbite de [ω1] s’identifie a` la varie´te´ d’incidence
{(x,D) ∈ CP(2)× ˇCP(2), x ∈ D}
i.e. a`
{([z0 : z1 : z2], [α0 : α1 : α2]) ∈ CP(2)× ˇCP(2), z0α0 + z1α1 + z2α2 = 0}
Soit ω un e´le´ment ge´ne´rique de V ; le feuilletage F de´fini par ω a alors 3
points singuliers. Il laisse donc trois droites distinctes invariantes (les droites
joignant les trois points singuliers) que l’on peut supposer eˆtre, quitte a` faire
une transformation line´aire, les droites d’e´quation z0 = 0, z1 = 0, z2 = 0. Dans
la carte affine z0 = 1, la 1-forme ω s’e´crit
B1(1, z1, z2)dz1 +B2(1, z1, z2)dz2 +B3(1, z1, z2)(z1dz2 − z2dz1)
ou` B1 et B2 de´signent des fonctions affines et B3 une fonction line´aire. La
droite d’e´quation z1 = 0 e´tant invariante par le feuilletage, la fonction affine
B2 est divisible par z1 donc s’e´crit cte.z1 ; de meˆme, on obtient que B1 s’e´crit
cte.z2. Enfin l’invariance de la droite a` l’infini par le feuilletage implique que
B3 = 0. Finalement ω s’e´crit
ωλ = z2dz1 − λz1dz2
En conside´rant
φ : C2 → C2
(z1, z2) 7→ (z2, z1)
on constate que Orb[ωλ] = Orb[ω 1
λ
] ; dit autrement les feuilletages Fλ et F 1
λ
de´crits respectivement par ωλ et ω 1
λ
sont conjugue´s. En permutant les droites
invariantes entre elles, on obtient : les deux feuilletages Fλ et Fλ′ sont con-
jugue´s si et seulement si Λ = Λ′ autrement dit si et seulement si j(λ) = j(λ′)
avec les notations habituelles.
Comme les orbites ge´ne´riques sont de dimension 6, l’action de PGL(3,C)
sur CP(7) produit un L -feuilletage de degre´ 3 et de codimension 1 sur CP(7)
associe´ a` sℓ(3,C). Le calcul du degre´ a aussi e´te´ effectue´ par J. V. Pereira
en utilisant encore la me´thode de Darboux. On constate, mais ce n’est pas
nouveau, l’ubiquite´ de la fonction j.
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4.6. Action de SL(2n,C) sur les matrices antisyme´triques en di-
mension paire A sym(2n,C). Soit M ∈ A sym(2n,C), alors M s’e´crit




et detM est un polynoˆme de degre´ 2n en mi,j qui s’ave`re eˆtre un carre´.
Il se trouve que
√
det est l’unique invariant de l’action de SL(2n,C) sur
A sym(2n,C) ce qui produit un L -feuilletage de degre´ n − 1 sur Cn(2n−1)
dont les feuilles sont les niveaux ge´ne´riques de
√
det. On peut prolonger ce
feuilletage a` CP(n(2n − 1)). Pour n = 3 on construit ainsi un L -feuilletage
de degre´ 2 sur CP(15).
4.7. Action de GL(2,C) sur V5. L’action naturelle de GL(2,C) sur V5



















































Cette action induit un L -feuilletage de degre´ 2 et de codimension 1 sur C5
qui se prolonge a` CP(5).
4.8. Feuilletage exceptionnel. Soit Γ la cubique gauche deC3 parame´tre´e
par








3 les automorphismes affines de C3 laissant Γ invariante. En
fait AutΓC
3 est isomorphe au groupe affine de la droite.
L’orbite d’un point m sous l’action de AutΓC
3 est une varie´te´ d’adhe´rence
alge´brique. Cette action induit donc un L -feuilletage, note´ FΓ, sur C
3 dont
le lieu singulier est Γ. Pour mieux comprendre FΓ on redresse Γ par l’auto-
morphisme polynomial
φ : (x, y, z) 7→ (x, y − x
2
2




On constate que φ∗Γ est une droite et φ∗FΓ est un feuilletage dont les feuilles
sont des cylindres au dessus de cusp. On peut prolonger ce feuilletage en un
L -feuilletage de degre´ 2 et de codimension 1 sur CP(3) dont le lieu sin-
gulier est l’union de Γ, d’une droite et d’une conique. L’alge`bre L est iso-
morphe a` l’alge`bre de Lie du groupe des transformations affines. Le the´ore`me
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de Darboux-Jouanolou assure que le feuilletage FΓ a une inte´grale premie`re
rationnelle qui se calcule en fait explicitement ([3]) :(
z0z
2











On note ωΓ une 1-forme de´finissant le feuilletage FΓ. On dit que le feuil-
letage F ′ de degre´ 2 de´fini par [ω′] (classe de ω dans l’espace projectif des
formes de degre´ 3) est voisin de FΓ si [ω
′] est proche de [ωΓ]. Si F
′ est un
feuilletage de degre´ 2 voisin de FΓ alors F
′ s’e´crit σ∗FΓ ou` σ est un automor-
phisme de CP(3) ([3]). On dit que le feuilletage FΓ est stable et on l’appelle
feuilletage exceptionnel. De la stabilite´ re´sulte que la varie´te´ alge´brique
{σ∗FΓ, σ ∈ Aut CP(3)}
est une composante irre´ductible de l’espace des feuilletages de degre´ 2 sur
CP(3) ([3]).
Le feuilletage exceptionnel apparait aussi lorsqu’on conside`re l’action na-







| α ∈ C∗, β ∈ C
}
⊂ SL(2;C)
sur V4. Elle induit une action de PT2 sur CP(3) dont les orbites sont de
dimension 2, autrement dit un L -feuilletage de degre´ 2 et de codimension 1
sur CP(3) associe´ a` l’alge`bre du groupe des transformations affines. On peut
montrer que c’est le feuilletage exceptionnel.
Il y a encore une autre fac¸on de voir le feuilletage exceptionnel. On conside`re
l’action de PGL(2,C) sur CP(4) = {quadruplets de points sur CP(1)}. On a
vu que l’invariant de cette action est l’invariant j des courbes elliptiques ; fixer
la position d’un des quatre points revient a` se donner un hyperplan CP(3) ⊂
CP(4). La restriction de l’invariant j a` ce CP(3) donne encore le feuilletage
exceptionnel.
5. Exemple de Gordan-Nœther.
Hesse affirme que si P est un polynoˆme homoge`ne en les variables z1, . . . , zn,
alors les assertions suivantes sont e´quivalentes
(i) detH ess P = 0
(ii) le polynoˆme P « de´pend de moins de n variables ».
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Bien suˆr H ess P de´signe la matrice hessienne de P .
Sylvester commence par corriger l’affirmation de Hesse ; si P est un polynoˆme
homoge`ne en z1, . . . , zn, les affirmations suivantes sont e´quivalentes :







(b) le polynoˆme P « de´pend de moins de n variables ».
Puis Gordan et Nœther donnent un contre-exemple a` l’affirmation de Hesse :
le polynoˆme homoge`ne de degre´ 3 sur C5
P (z1, z2, z3, z4, z5) = z
2
1z3 + z1z2z4 + z
2
2z5



























annulent P , sont line´airement inde´pendants et ve´rifient les relations
[X1, X2] = 0, [X1, X3] = −2X1, [X1, X4] = −X1,
[X2, X3] = −X2, [X2, X4] = −2X2 et [X3, X4] = 0
Ils engendrent une alge`bre de Lie maximale L qui est ponctuellement de
dimension 4. Le L -feuilletage FGN se prolonge en un L -feuilletage de degre´
2 sur CP(5) dont une inte´grale premie`re est




Dans ce feuilletage il y a un sous-feuilletage en 2-plans qui admet pour
inte´grale premie`re
z1 = cte, z2 = cte, z
2
1z3 + z1z2z4 + z
2
2z5 = cte
Ce feuilletage en 2-plans produit un L -feuilletage de codimension 3 sur C5 et
CP(5). L’alge`bre L est engendre´ par les champs X1 et X2.
Il produit aussi un L -feuilletage de codimension 2 sur CP(4) d’alge`bre
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et donc de´fini en coordonne´es homoge`nes par la 2-forme de degre´ 3
z1dz2 ∧ dP − z2dz1 ∧ dP + 3Pdz1 ∧ dz2
Il s’obtient comme « intersection » de deux feuilletages ; cependant la 2-forme
Ω n’est pas du type Ω = α ∧ β avec α et β deux 1-formes homoge`nes.
Revenons au polynoˆme de Gordan-Nœther ; le lieu singulier de P est l’in-
tersection des deux hyperplans {z1 = 0} et {z2 = 0}, i.e. un espace line´aire de
codimension 2 dans C5.
Soit f un polynoˆme homoge`ne de degre´ 3 sur Cn dont le lieu singulier
est l’espace line´aire de codimension 2 de´fini par {z1 = z2 = 0}. Alors f =
z1A+ z2B ; comme le lieu des ze´ros de
∂f
∂z1















est {z1 = z2 = 0}, f s’e´crit
αz21 + βz1z2 + γz
2
2
ou` α, β et γ sont des formes line´aires. On constate alors que l’exemple de
Gordan-Nœther n’est jamais que l’exemple ge´ne´rique : z1, z2, α, β et γ sont
inde´pendantes ; ceci n’arrive qu’a` partir de la dimension 5. D’ou` la
Proposition 2.4. Soit f un polynoˆme homoge`ne de degre´ 3 sur Cn, n ≥
5. Supposons que S ing f soit un espace line´aire de codimension 2. Alors
ge´ne´riquement f est line´airement conjugue´ a` l’exemple de Gordan et Nœther
z21z2 + z1z2z4 + z
2
2z5.
En particulier le feuilletage associe´ a` f est un L -feuilletage.
CHAPITRE 3
L -feuilletages de degre´s 0 et 1 sur CP(n).
1. Feuilletages de degre´ 0 sur CP(n).
La proposition suivante donne une description des feuilletages de degre´ 0
sur CP(n) :
Proposition 3.1. Un feuilletage F de degre´ 0 sur CP(n) est associe´ a`
un pinceau d’hyperplans, i.e. posse`de une inte´grale premie`re ℓ1
ℓ2
ou` ℓ1 et ℓ2 sont
des formes line´aires inde´pendantes. En particulier, F est un L -feuilletage.
De´monstration. Soient ω une 1-forme de´finissant le feuilletage F et
m 6∈ S ing ω. Le the´ore`me de Frobenius assure l’existence au voisinage du
point m d’une submersion z1 et d’une unite´ u que l’on peut e´crire cte − z2
telles que
ω = (cte− z2)dz1
d’ou` l’e´galite´
dω = dz1 ∧ dz2
Mais comme dω est une 2-forme « constante » , un de´veloppement de Taylor
au voisinage de m ge´ne´rique assure l’existence de deux formes line´aires ℓ1 et
ℓ2 telles que dω = dℓ1 ∧ dℓ2.
Il en re´sulte que ω = 1
2
(ℓ1dℓ2−ℓ2dℓ1)+dQ ou` Q est une forme quadratique.
Comme ω annule le champ radial, la forme quadratique Q est nulle.
Autrement dit a` conjugaison pre`s par un automorphisme de CP(n), il y a
un unique feuilletage F0 de degre´ 0 dans CP(n), le feuilletage associe´ a`
ω0 = z0dz1 − z1dz0
i.e. au pinceau d’hyperplans z1
z0
= cte.







i ≥ 2, j ≥ 0
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forment une base de L˜ qui est visiblement maximale. On peut e´videmment
pre´ciser la nature alge´brique de L˜ et donc de L : l’alge`bre L s’identifie a` celle
des matrices (n + 1)× (n+ 1) dont les deux premie`res lignes sont nulles. 
2. Feuilletages de degre´ 1 sur CP(n).
On commence par rappeler qu’un feuilletage de degre´ 1 sur CP(2) posse`de


















ou` Q est une forme quadratique de rang maximum.
En effet, soit F un feuilletage de degre´ 1 sur CP(2) de´crit par la 1-forme
ω. Le feuilletage F admet trois points singuliers donc une droite invariante.
En effet supposons que ces trois points ne soient pas confondus, alors la droite
passant par deux points singuliers distincts est invariante car a deux points de
contacts avec le feuilletage qui est de degre´ 1. Si les trois points singuliers sont
confondus, alors chaque droite passant par le point singulier triple a un contact
d’ordre 3 donc est invariante. Le feuilletage est donc un pinceau d’hyperplans,
i.e. de degre´ 0 ce qui est exclu.
Si les trois points singuliers du feuilletage F sont distincts et non aligne´s,
notonsD une droite passant par deux de ces points ; dans la carte affineCP(2)\
D , le feuilletage F est de´crit par la 1-forme
ω|CP(2)\D = f(z1, z2)dz1 + g(z1, z2)dz2
avec f et g affines. Si on prend comme origine le troisie`me point singulier de
F , le feuilletage F est alors de´crit dans la carte affine par la 1-forme
ω˜ = (αz1 + βz2)dz1 + (γz1 + δz2)dz2
avec α, β, γ, δ ∈ C. On constate alors que le feuilletage est invariant sous
l’action du flot du champ radial
(z1, z2) 7→ (etz1, etz2)
autrement dit R est une syme´trie et P = iRω˜ est un facteur inte´grant. On a
alors a` conjugaison pre`s l’alternative P = z0z1 ou P = z
2
0 ; si P = z0z1 alors le




2 ; dans le second
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). En fait, dans
cette situation, on ve´rifie que F n’a que deux points singuliers.
Si les trois points singuliers du feuilletage sont distincts et aligne´s, on se
donne, pour tout t ∈ C, une 1-forme ωt de´finissant un feuilletage Ft dont
les trois points singuliers ne sont pas aligne´s telle que lim
t→0
ωt = ω. Par ce
qui pre´ce`de le feuilletage Ft posse`de un facteur inte´grant Pt ; par compacite´,
lim
t→0
[Pt] a un sens et produit un facteur inte´grant P de ω. L’identite´ d’Euler
assure que le polynoˆme P est re´ductible, donc appartient a` la liste suivante (a`
conjugaison pre`s) :
z30 , z0z1z2, z0z
2
1 , z0Q
ou` Q est une forme quadratique de rang maximum. Si P = z0Q ou` Q est une

























Si P = z0z1z2, alorsF est un feuilletage logarithmique rencontre´ pre´ce´demment ;
enfin si P = z0z
2








Rappelons le re´sultat suivant classifiant les feuilletages de degre´ 1 sur
CP(n), n ≥ 3. Il est probablement du a` G. Reeb en tout cas dans le con-
texte affine ; on le trouve dans [9].
The´ore`me 3.2. Soit F un feuilletage de degre´ 1 sur CP(n) ; on a l’alter-
native suivante :
(i) Il existe un feuilletage F1 de degre´ 1 sur CP(2) et une projection
τ : CP(n) 99K CP(2) telle que F = τ ∗F1.
(ii) Le feuilletage F posse`de une inte´grale premie`re rationnelle du type Q
L2
avec deg(Q) = 2 et deg(L) = 1, i.e. le feuilletage F est donne´ en coordonne´es
homoge`nes par
ω = LdQ− 2QdL
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avec codim S ing ω ≥ 2.
Cet e´nonce´ permet de montrer que l’espace des feuilletages de degre´ 1 sur
CP(n) a deux composantes irre´ductibles correspondant aux deux possibilite´s
de l’alternative.
Corollaire 3.3. Tout feuilletage F de degre´ 1 posse`de un hyperplan H
invariant par F , autrement dit un hyperplan H tel que H \ S ing F soit
une feuille de F .
On en de´duit la
Proposition 3.4. Soit F un feuilletage de degre´ 1 sur CP(n) posse´dant
une inte´grale premie`re de type Q
L2
. Alors F est un L -feuilletage. Si Q est
ge´ne´rique, l’alge`bre L associe´e est isomorphe a` so(n,C).
De´monstration. On prend l’hyperplan invariant H = (L = 0) comme
hyperplan a` l’infini. Sur CP(n) \H ≃ Cn, le feuilletage F a pour inte´grale
premie`re le polynoˆme
Q = q0 + q1(z) + q2(z)
ou` les qi sont homoge`nes de degre´ i. Si q2 est de rang maximum, alors quitte a`
composer par une translation a` la source et une au but, on peut supposer que
q0 = q1 = 0. Ainsi Q = q2 et l’alge`bre des champs affines qui annulent Q est
en fait une alge`bre de champs line´aires car 0 est singularite´ isole´e de Q ; cette
alge`bre est so(Q) ≃ so(n,C).
Dans les cas ou` q2 n’est pas de rang maximum, alors Q est conjugue´ a`
z20 + . . . + z
2
k + q1(z), avec q1 affine. Si q1 est fonction de z0, . . . , zk, alors le
polynoˆme Q est conjugue´ a` z20 + . . . + z
2
k ; le feuilletage F de´crit par Q est










, ℓ ≥ 0, p ≥ k + 1, et ∂
∂zm
, m ≥ k + 1.
Si q1 n’est pas une fonction de z0, . . . , zk, alors le polynoˆme Q s’e´crit a` con-
jugaison pre`s z20 + . . . + z
2
k + zk+1 ; le feuilletage est alors associe´ a` l’alge`bre






, 1 ≤ i < j ≤ k, zℓ ∂
∂zp
, ℓ ≥ 1, p ≥ k + 2,
∂
∂zm




, r 6= k + 1
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
Lorsque F est de type « pull-back » on a la :
Proposition 3.5. Soit F un feuilletage de degre´ 1 sur CP(n) du type
F = τ ∗F1, ou` τ : CP(n) 99K CP(2) est line´aire et F1 un feuilletage de
degre´ 1 sur CP(2). Alors F est un L -feuilletage.
De´monstration. Soit D une droite invariante par F1 et H = τ
∗(D) ;
l’hyperplan H est invariant parF . Dans les cartes affinesCP(n)\H = {z1, . . . , zn}
et CP(2) \D = {z1, z2}, l’application τ est de la forme
(z1, . . . , zn) 7→ (z1, z2)
Le feuilletage F1 est de´crit dans la carte affine {z1, z2} par
ω1 = a(z1, z2)dz1 + b(z1, z2)dz2
avec a et b affines. Alors F = τ ∗(F1) est donne´ par :
ω = τ ∗ω1 = a(z1, z2)dz1 + b(z1, z2)dz2
















pour 3 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

On en de´duit le
The´ore`me 3.6. Tout feuilletage de degre´ 1 sur CP(n) est un L -feuilletage.
La proposition 3.5 ne se ge´ne´ralise pas en degre´ supe´rieur :
Proposition 3.7. Soit F du type F = τ ∗F1, ou` τ : CP(n) 99K CP(2)
est line´aire et F1 est un feuilletage de degre´ plus grand que 2 sur CP(2). Alors
F n’est pas un L -feuilletage.
De´monstration. Comme dans la preuve de la proposition 3.5, on con-
state que F est de´crit par
ω = A0(z0, z1, z2)dz0 + A1(z0, z1, z2)dz1 + A2(z0, z1, z2)dz2
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pour k ≥ 3 et j = 0, . . . , n. Supposons que pour z ge´ne´rique
dimC L (z) = dimC{X(z), X ∈ L } = n− 1
Alors il existe X champ line´aire qui annule ω et tel que la 1-forme ω¯ de degre´
2 de´finie par
iRiXdz0 ∧ dz1 ∧ dz2
soit non identiquement nulle. En un point m ge´ne´rique, on a kerω(m) =
ker ω¯(m), autrement dit ω et ω¯ sont coline´aires. La 1-forme ω¯ s’e´crit Qω¯′
ou` S ing ω¯′ est de codimension 2 et deg ω¯′ ≤ 2. La coline´arite´ de ω et ω¯
entraˆıne celle de ω et ω¯′ ; ainsi ω s’e´crit P ω¯′ avec degP ≥ 1 et ω s’annule
sur l’hypersurface de´finie par le lieu des ze´ros de P ce qui viole la condition
codimCS ing ω ≥ 2. 
CHAPITRE 4
L -feuilletages sur CP(3).
1. Feuilletages de degre´ 2 sur CP(3).
On rappelle d’abord la description de l’espace des feuilletages de degre´ 2 sur
CP(3) ([3]). Puis on de´gage quelques obstructions a` ce qu’un tel feuilletage soit
un L -feuilletage. On introduit les sous-ensembles Σ(.; 3) des formes homoge`nes
inte´grables de degre´ 3 sur C4 :
(i) On note










ou` les ℓi sont des formes line´aires non nulles. On de´finit alors la sous-varie´te´
irre´ductible PΣ(1, 1, 1, 1; 3) de PΩ13(C
4), ou` Ω1p(C
n) de´signe l’espace des 1-
formes homoge`nes de degre´ p sur Cn. Un e´le´ment [ω] ∈ PΣ(1, 1, 1, 1; 3) de´finit
un feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) si codimCS ing ω ≥ 2. Ces e´le´ments con-
stituent un ouvert de Zariski PΣ(1, 1, 1, 1; 3) ∗ de la sous-varie´te´ unirationnelle
PΣ(1, 1, 1, 1; 3).
Plus ge´ne´ralement si Θ est un sous-ensemble de PΩ13(C
4), on note
Θ∗ := {[ω] ∈ Θ | codimCS ing ω ≥ 2}
(ii) On introduit l’ouvert de Zariski PΣ(1, 1, 2; 3) ∗ de la varie´te´ unira-
tionnelle PΣ(1, 1, 2; 3) ou`












| λi ∈ C∗, λ0+λ1+2λ2 = 0}
ou` les ℓi sont des formes line´aires non nulles et Q une forme quadratique non
triviale.
(iii) On de´finit l’ouvert de Zariski PΣ(1, 3; 3) ∗ de la varie´te´ unirationnelle
PΣ(1, 3; 3) adhe´rence de :









| λi ∈ C∗, λ0 + 3λ1 = 0}
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avec ℓ forme line´aire non nulle et C de degre´ 3.
(iv) On de´finit aussi l’ouvert de Zariski PΣ(2, 2; 3) ∗ de la varie´te´ unira-
tionnelle PΣ(2, 2; 3) adhe´rence de :









, | λi ∈ C∗, λ0 + λ1 = 0}
ou` les Qi sont des formes quadratiques.
On de´finit ensuite PB(2; 3) l’ensemble des pull back line´aires comme suit :
PB(2; 3) = {τ ∗ω˜ | τ : C4 → C3 line´aire, ω˜ ∈ Ω13(C3), iRω˜ = 0}
et l’ouvert de Zariski PPB(2 ;3) ∗ de la sous-varie´te´ unirationnelle PPB(2; 3).
On termine par l’adhe´rence de l’orbite du feuilletage exceptionnel :
Excep(2, 3) = PGL(4,C).ωΓ ∩ {[ω], codimCS ing ω ≥ 2}
ou` ωΓ de´signe la 1-forme de´finissant le feuilletage exceptionnel. Par construc-
tion, les e´le´ments ge´ne´riques de Excep(2, 3) sont conjugue´s et correspondent a`
un L -feuilletage ou`L est isomorphe a` l’alge`bre du groupe des transformations
affines comme nous l’avons vu dans 2.4.8.
On peut maintenant e´noncer le :
The´ore`me 4.1. ([3]) Les ensembles PΣ(.; 3) ∗, PPB(2; 3) ∗ et Excep(2; 3)
sont les composantes irre´ductibles de l’espace des feuilletages de degre´ 2 sur
CP(3).
Ce the´ore`me se ge´ne´ralise en toute dimension ([3]).
Pour se convaincre que tous les feuilletages de degre´ 2 ne sont pas des
L -feuilletages nous allons voir des obstructions plus ou moins e´videntes a` ce
qu’ils le soient ; ces obstructions sont utilise´es pour ve´rifier certains calculs.
L’e´nonce´ en dimension n ≥ 4 pourrait s’ave´rer pertinent pour la classification
des feuilletages quadratiques de CP(n).
Lemme 4.2. Un e´le´ment ge´ne´rique de PΣ(1, 3; 3) ∗ ne de´finit pas un L -
feuilletage de degre´ 2 sur CP(3).
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la carte affine C3 = CP(3) \ (ℓ = 0), les feuilles de F sont les niveaux
du polynoˆme C de degre´ 3 prive´s des points singuliers. On suppose que C
est ge´ne´ral autrement dit que les niveaux de C sont des surfaces cubiques
ge´ne´rales ; une telle surface contient 27 droites. Soit X ∈ χ(CP(3)) un champ
tangent a` F , alors X laisse l’hyperplan ℓ = 0 invariant et par suite est affine
dans la carte C3. Un tel X est ne´cessairement tangent aux 27 droites de chaque
niveau ge´ne´rique. Si F e´tait un L -feuilletage, il existerait deux champs affines
X et Y tels que
ω|C3 = cte iXiY dz0 ∧ dz1 ∧ dz2
en particulier les champs X et Y seraient coline´aires le long d’un nombre fini
de courbes. Or on vient de voir que dans chaque fibre ge´ne´rique de C, les
champs X et Y sont coline´aires le long de 27 droites. 
De meˆme on a le :
Lemme 4.3. Un e´le´ment ge´ne´rique de PΣ(2, 2; 3) ∗ ne de´finit pas un L -
feuilletage de degre´ 2 sur CP(3).









Si Q0 et Q1 sont des formes quadratiques ge´ne´riques, alors P(Q0 = Q1 = 0) est
une courbe elliptique E non plane (quartique). Soit X ⊂ χ(CP(3)) un champ
tangent au feuilletage F ; comme E ⊂ S ing F , le champ X est tangent a`
E . Si X est non identiquement nul sur E , il induit un champ de vecteurs XE
sur E . Donc XE est constant et en particulier n’admet pas de singularite´. Par
suite E est une trajectoire de X. La classification des champs line´aires dit que
leurs seules trajectoires compactes sont les points singuliers ; ainsi XE = 0. Le
lieu des ze´ros d’un champ line´aire e´tant une sous-varie´te´ line´aire, on obtient
finalement que X = 0. 
Le lemme suivant a e´te´ prouve´ au chapitre 3 :
Lemme 4.4. Un e´le´ment ge´ne´rique de PPB(2; 3) n’est pas un L -feuilletage
de degre´ 2 sur CP(3).
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2. L -feuilletages de degre´ 2 sur CP(3).
On s’inte´resse a` la classification des L -feuilletages sur CP(3). Dans le
chapitre pre´ce´dent, on a vu que les feuilletages de degre´s 0 et 1 sont des L -
feuilletages.
La liste des L -feuilletages de degre´ 2 sur CP(3) est donne´e par le the´ore`me
suivant ; dans l’e´nonce´ (z0, z1, z2, z3) de´signe un syste`me de coordonne´es.
The´ore`me 4.5. Un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) est a` conjugaison






































































































ou` κ et λi ∈ C.
En particulier, on obtient le the´ore`me annonce´ dans l’introduction. Les
symboles Ab et Af distinguent les cas abe´liens et affines.
La proposition 6 assure qu’un L -feuilletage F de degre´ 2 sur CP(3) est
associe´ a` une sous-alge`bre L ⊂ χ(CP(3)) de dimension 2. D’apre`s la clas-
sification des alge`bres de Lie complexes de dimension 2, l’alge`bre L est soit
abe´lienne, soit isomorphe a` l’alge`bre de Lie du groupe des transformations
affines {z 7→ az + b}. La de´monstration du the´ore`me 4.5 se fait en plusieurs
e´tapes suivant la nature de l’alge`bre L . Elle proce`de par classification effective
des sous-alge`bres de matrices de dimension deux.
Bien que cela n’apparaisse pas directement dans le texte nous avons souvent
utilise´ le lemme suivant qui permet d’e´liminer certaines configurations :
Lemme 4.6. Soit F un L -feuilletage sur CP(n). Supposons qu’il existe
un e´le´ment X ∈ L dont la matrice associe´e est de rang 1. Alors degF < n−1
et il existe une projection τ : CP(n) 99K CP(n − 1), un feuilletage F ′ sur
CP(n− 1) tels que F = τ ∗F ′.
De´monstration. Soit X1 = X, X2, . . ., Xn−1 des e´le´ments de L tels
qu’en un point ge´ne´rique m, les champs R(m), X1(m), . . ., Xn−1(m) soient
inde´pendants. La condition de rang entraˆıne que le champ X s’e´crit
ℓX0
ou` ℓ est une forme line´aire et X0 un champ constant.
On peut choisir des coordonne´es dans lesquelles le champ X0 est de la forme
∂
∂z0
; on a alors
iRiX0 . . . iXn−1 dz0 ∧ . . . ∧ dzn = Pω
ou` P est un polynoˆme homoge`ne e´ventuellement constant et ω une 1-forme
de´finissant F . On constate que deg ω < n − 1 et que la 1-forme ω ne de´pend
pas de z0. 
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2.1. L’alge`bre L est abe´lienne. Si A est une matrice carre´e on e´crit
A = AS + AN ou` AS est semi-simple, AN nilpotente et [AS, AN ] = 0. Si A et
B commutent, alors [AS, BS] = [AN , BN ] = [AS, BN ] = [AN , BS] = 0 : c’est la
« jordanisation simultane´e ».
Par Jordanisation simultane´e des matrices, on e´tablit la :
Proposition 4.7. Soit F un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) associe´
a` une alge`bre L abe´lienne. On est a` conjugaison pre`s dans l’une des configu-
rations suivantes :
(i) l’alge`bre L˜ est diagonale,

































































De´monstration. On de´crit par jordanisation toutes les alge`bres de ma-
trices L˜ = CR⊕L ′ avec L abe´lienne ; si une telle alge`bre contient un e´le´ment
de rang 1 on ne la retient pas (4.6) L’e´tude se fait « a` la main » en exami-
nant la nature du spectre d’un e´le´ment ge´ne´rique de L˜ . Tous calculs faits on




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = Id
et les matrices de X et Y avec




α0 0 0 0
0 α1 0 0
0 0 α2 0





β0 0 0 0
0 β1 0 0
0 0 β2 0






1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0





0 0 0 0
0 1 κ 0
0 0 1 0
0 0 0 0





κ 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0





0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1





1 0 0 0
0 κ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0





0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





0 0 1 κ
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


En prenant les champs de vecteurs associe´s a` ces cinq configurations on
obtient la liste annonce´e dans la proposition. 
Nous allons maintenant pre´senter la liste des inte´grales premie`res des feuil-
letages associe´s a` ces cinq alge`bres.














Le feuilletage F est de´crit par
















λk = 0. C’est le cas Ab (i) du the´ore`me
2.1.
















et R, κ 6= 1
correspondant a` la deuxie`me configuration de matrices. La 1-forme ω
annule´e par ces trois champs s’e´crit
(1− κ)z1z23dz0 + ((κ− 1)z0 − κz1)z23dz1 − z21z3dz2 + (z2 + κz3)z21dz3












qui correspond au premier cas de Ab (ii).
En fait pour tout κ, z21z
2






















, κ 6= 1
C’est le cas ge´ne´ral de Ab (ii) du the´ore`me 2.1. Une inte´grale premie`re












autrement dit, a` conjugaison pre`s
z1z2 − z0z3
z1z3








si κ 6= 0
On note que lorsque κ = 1 le feuilletage correspondant est de degre´
1.
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correspondant a` la troisie`me configuration de matrices. La 1-forme ω
annule´e par ces trois champs s’e´crit a` multiplication pre`s
−z33dz0 + z0z23dz1 + (κz0z3 − z0z2)z3dz2
+(z0z
2
3 − κz0z2z3 − z0z1z3 + z0z22)dz3
Ici encore on trouve un facteur inte´grant de ω e´vident : z0z
3












z22 − 2κz2z3 − 2z1z3
2z23
)






z22 − 2z1z3 − 2κz2z3
2z23
)








C’est le cas Ab (iii).














La 1-forme ω annule´e par ces trois champs s’e´crit a` multiplication pre`s
−κz1z23dz0 + z0z23dz1 − z0z1z3dz2 + z0z1((κ− 1)z3 + z2)dz3
En cherchant une famille d’applications line´aires laissant le feuilletage
invariant, on construit une syme´trie et on trouve que la 1-forme ω admet
pour facteur inte´grant z0z1z
2


























Il s’agit du cas Ab (iv).
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correspondant a` la cinquie`me configuration de matrices. La 1-forme ω
annule´e par ces trois champs s’e´crit
−z33dz0 + z23(z2 + κz3)dz1 + z3(z1z3 − z22 − κz2z3)dz2
+(z0z
2
3 − 2z1z2z3 + z32 + κz22z3 − κz1z23)dz3






















Cette forme de´crit un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) dont le lieu
singulier est une droite
S ing F = (z2 = z3 = 0)
et d’inte´grale premie`re















C’est le cas Ab (v). Dans la carte affine z3 = 1, cette inte´grale premie`re
s’e´crit
C(z0, z1, z2) = z0 + z1z2 + z
3
2
ce qui nous donne un polynoˆme de degre´ 3 induisiant un L -feuilletage
dans C3. On constate que pour tout ρ ∈ C, on a
C(ρ3z0, ρ
2z1, ρz2) = ρ
3C(z0, z1, z2),















est une syme´trie du feuilletage F : le feuilletage F admet a` la fois
une inte´grale premie`re rationnelle non triviale et une syme´trie. Chaque
cubique z0+z1z2+z
3
2 = cte est une surface re´gle´e : les droites d’e´quations{
z2 = µ
z0 + αz1 = λ
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sont contenues dans cette surface. Lorsqu’on coupe CP(5) par le 2-plan








co¨ıncide avec l’inte´grale premie`re du L -feuilletage F . Outre le fait que le
lieu singulier soit une droite exactement ce dernier fait est remarquable.
Proble`me : classifier les L -feuilletages de CP(n) qui ont pour ensemble
singulier un sous-espace line´aire de codimension 2. Les feuilletages de degre´ 0
en font partie ; pour n = 3, y a-t-il d’autres exemples que le pre´ce´dent ?
2.2. L’alge`bre L est isomorphe a` l’alge`bre du groupe des trans-
formations affines. Pour classifier les feuilletages de degre´ 2 associe´s a` une
alge`bre de Lie isomorphe a` l’alge`bre du groupe des transformations affines, on
va classifier les alge`bres de Lie engendre´es par deux champs line´aires X et Y
de C4 satisfaisant [X, Y ] = Y . Comme l’alge`bre < X, Y > est re´soluble, par
triangulation on constate que Y est nilpotent. D’apre`s le lemme 4.6 le rang de
la matrice associe´e au champ Y est 2 ou 3, le cas ou` Y est de rang 1 n’est donc
pas retenu.
Commenc¸ons par supposer que le rang de la matrice associe´e au champ Y
est 3, notons −A la matrice de X et B celle de Y . Comme B est nilpotente de
rang 3 elle s’e´crit a` conjugaison pre`s

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0






3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


satisfait A0B−BA0 = B ; par suite la matrice A−A0 commute a` B. Du calcul
direct du commutateur de B, on de´duit que A est du type

λ+ 3 κ1 κ2 κ3
0 λ+ 2 κ1 κ2
0 0 λ+ 1 κ1
0 0 0 λ


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En particulier A est diagonalisable donc s’e´crit a` conjugaison pre`s

λ+ 3 0 0 0
0 λ+ 2 0 0
0 0 λ+ 1 0
0 0 0 λ


Une matrice B satisfaisant AB − BA = B est alors de la forme

0 β1 0 0
0 0 β2 0
0 0 0 β3
0 0 0 0


Comme B est suppose´ eˆtre de rang 3, les βi sont non nuls donc e´gaux a` 1
a` conjugaison pre`s. Finalement le L -feuilletage correspondant est dans des

























Il s’agit du feuilletage exceptionnel qui admet pour inte´grale premie`re(
z0z
2











C’est le cas Af (i).
Supposons maintenant que la matrice associe´e au champ Y soit de rang 2.




0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 et B2 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1





0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


2.2.1. Cas B = B1.
L’e´galite´ [A,B] = B entraˆıne que A s’e´crit sous la forme

λ1 0 0 κ4
κ5 2 + λ κ7 κ8
0 0 1 + λ κ7
0 0 0 λ


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Puisqu’on s’inte´resse a` l’alge`bre engendre´e par les champs X, Y et R on
peut supposer que κ7 = 0. Remarquons qu’avec les notations habituelles
un changement de base e0 → e0+αe1 n’alte`re pas la matrice B. Par suite




λ1 0 0 κ4
0 2 + λ 0 κ8
0 0 1 + λ 0
0 0 0 λ






2 + λ 0 0 κ4
κ5 2 + λ 0 κ8
0 0 1 + λ 0
0 0 0 λ


a. Si λ1 6= 2 + λ, on fait le changement de base
e4 → e4 + ae1 + be2 = e′4
(qui n’alte`re pas B) pour obtenir Ae′4 = λe
′
4 soit encore
a(λ1 − λ) + κ4 = 0
2b+ κ8 = 0
Ainsi si λ 6= λ1, on peut par conjugaison e´liminer κ4 et κ8, sinon
on peut e´liminer κ8.
a.1. Si λ 6= λ1, on se rame`ne a` une alge`bre du type















Les hyperplans z3 = cte sont invariants par les deux champs X
et Y ; ainsi ces deux champs engendrent le feuilletage restreint a`
la carte affine z3 = 1 ; ils s’e´crivent















Le champ Y˜ a une « partie constante » ; nous allons essayer de
le redresser par un automorphisme polynomial. Le flot de Y˜ est
ϕ : (z; t) 7→ (z0, z1 + z2t+ t
2
2
, z2 + t)
On de´finit maintenant le diffe´omorphisme
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Par construction H conjugue ∂
∂z2
a` Y˜ . Le feuilletage F ′ associe´ a`
l’alge`bre engendre´e par les champs H−1∗ X˜ et H
−1
∗ Y˜ est de´crit par






Le diffe´omorphisme H laisse le plan z2 = 0 invariant point par







est tangent au feuilletage et au plan z2 = 0 ; il de´crit donc le
feuilletage en restriction au plan z2 = 0. On de´duit une inte´grale
premie`re du champ X˜
z20
zκ1
et donc de F ′. Ce qui donne apre`s composition par H−1 et ho-









C’est le cas Af (ii).





















sont tangents au feuilletage
qui ne peut donc eˆtre un feuilletage de degre´ 2 sur CP(3) ; par
homothe´tie on peut donc se ramener a` κ4 = 1.







dans la carte affine z3 = 1, on montre que le feuilletage F








ce qui donne le cas Af (iii) a` conjugaison pre`s.
b. Si λ1 = 2 + λ, par un changement de base
e4 → e4 + ae1 + be2
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on peut se ramener a` κ4 = κ8 = 0. En effet,







Par homothe´tie on se rame`ne a` κ5 = 0 ou 1.
Commenc¸ons par traiter le cas κ5 = 0 ; alors l’alge`bre L˜ est en-
















qui est un cas particulier du cas a.1. (κ = 2)























dans la carte affine z3 = 1) on montre que le feuilletage








on obtient le cas Af (iv) a` conjugaison pre`s.
2.2.2. Cas B = B2.
Ce cas est caracte´rise´ par kerB = im B et B est un isomorphisme
de < e2, e3 > dans < e0, e1 >. En particulier pour chaque base f0, f1
de kerB, il existe une base f2, f3 de < e2, e3 > telle que Bf2 = f0 et
Bf3 = f1. L’e´galite´ AB − BA = B implique que kerB est invariant par
A. On peut donc supposer que l’on a une base e0, e1, e2, e3 dans laquelle
A et B sont du type suivant (on jordanise la restriction de A a` kerB)
A = A1 =


λ1 0 ∗ ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 avec λ1 6= λ2 ou A = A2 =


λ ε ∗ ∗
0 λ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗






0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


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On remarque que par homothe´tie on se rame`ne a` ε ∈ {0, 1}.
c. A est du type A1.
On a
ABe3 − BAe3 = Be3 ⇔ BAe3 = (λ2 − 1)Be3
Il en re´sulte que
Ae3 = κ3e0 + κ5e1 + (λ2 − 1)e3
De la meˆme fac¸on, on obtient





λ1 0 κ2 κ3
0 λ2 κ4 κ5
0 0 λ1 − 1 0
0 0 0 λ2 − 1


On note que les changements de base du type
e2 → e2 + αe0 + βe1 = e2
e3 → e3 + γe0 + δe1 = e3
n’alte`rent niB, ni la forme deA. On a avec les notations pre´ce´dentes
Ae2 − (λ1 − 1)e2 = (κ2 + α)e0 + (β(λ2 − λ1 + 1) + κ4)e1
Ae3 − (λ2 − 1)e3 = (κ3 + γ(λ1 − λ2 + 1))e0 + (δ + κ5)e1
On constate qu’en choisissant δ = −κ5 et α = −κ2, on peut sup-
poser que κ2 = κ5 = 0 ; de plus si λ2 − λ1 6= ±1, on peut supposer
que κ3 = κ4 = 0.
En enlevant (λ2−1)R a`X repre´sente´ par la matrice A, on se rame`ne







, ((µ+ 1)z0 + κ3z3)
∂
∂z0






ou` µ = λ1 − λ2 ( 6= 0 par hypothe`se).
On va suivre la me´thode utilise´e pre´ce´demment mais nous la de´taillerons
car elle est ici un peu plus technique. Comme l’hyperplan z3 = 0
est invariant par tous ces champs on se place dans la carte affine
z3 = 1 ou` l’on a






X˜ = X|z3=1 = ((µ+ 1)z0 + κ3)
∂
∂z0
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L’hyperplan z1 = 0 est transverse a` Y˜ donc au feuilletage F . No-
tons
ϕ(z0, z1, z2; t) = (z0 + tz2, z1 + t, z2)
le flot de Y˜ , alors le diffe´omorphisme
H(z0, z1, z2) = ϕ(z0, 0, z2; z1) = (z0 + z1z2, z1, z2)
redresse le champ Y˜ sur ∂
∂z1
et trivialise le feuilletage. Dans l’hy-
perplan z1 = 0, le feuilletage F|z1=0 est donne´ par







ω = µz2dz0 − ((µ+ 1)z0 + κ3 − κ4z22)dz2
de´crit donc F|z1=0.





























qui correspond au cas Af (v) a` conjugaison pre`s. Si κ3 = 0, le
feuilletage est de degre´ 1.
c.2. Si µ 6= ±1, puisqu’on peut se ramener a` κ3 = κ4 = 0, on a
ω = µz2dz0 − (µ+ 1)z0dz2




Apre`s composition par H−1 et homoge´ne´isation, le feuilletage
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qui donne le cas Af (vi).
c.3. Si µ = 1, la 1-forme ω s’e´crit
z2dz0 − (2z0 + κ3 − κ4z22)dz2
Quitte a` composer ω par




ω = z2dz0 − (2z0 − κ4z22)dz2




















2z0z3 − 2z1z2 + κ3z23
2κ4z22
)
Quitte a` permuter z2 et z3 puis z0 et z1 on retombe sur le cas c.1.
d. Supposons que A est du type A2.
Si ε = 0, alors µ = 0 et en reprenant les calculs pre´ce´dents, on
constate que le degre´ du feuilletage chute.
Si ε = 1, alors on a
ABe2 − BAe2 = Be2 ⇔ BAe2 = (λ− 1)Be2
Il en re´sulte que
Ae2 = κ2e0 + κ4e1
De la meˆme fac¸on, on obtient





λ 1 κ2 κ3
0 λ κ4 κ5
0 0 λ− 1 1
0 0 0 λ− 1


On note que les changements de base du type
e2 → e2 + αe0 + βe1 = e2
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e3 → e3 + γe0 + δe1 = e3
n’alte`rent ni B, ni la forme de A. On a
Ae2 − (λ− 1)e2 = (κ2 + α + β)e1 + κ4 + β
Donc quitte a` prendre β = −κ4 et α = κ4 − κ2, on peut supposer
que κ2 = κ4 = 0. On a alors
Ae3 − (λ− 1)e3 − e2 = (κ3 + δ + γ)e1 + (κ5 + δ)e2
Puis quitte a` prendre δ = −κ5 et γ = κ5 − κ3, on se rame`ne a`
κ3 = κ5 = 0. Finalement a` conjugaison pre`s A s’e´crit

λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ− 1 1
0 0 0 λ− 1


et notre feuilletage est tangent aux champs de vecteurs















Comme l’hyperplan z3 = 0 est invariant par tous ces champs on se
place dans la carte affine z3 = 1 ou` la restriction de notre feuilletage







autrement dit par l’inte´grale premie`re
z0 exp(−z2)
Apre`s composition par H−1 et homoge´ne´isation, on constate que








c’est le cas Af (vii).
CHAPITRE 5
L -feuilletages quadratiques sur CP(n).
L’e´tude des L -feuilletages de codimension 1 sur CP(n) pour n ≥ 4 s’ave`re
de´licate, non seulement pour des raisons de taille de calculs mais aussi pour
des raisons conceptuelles. Bien suˆr nous savons qu’en degre´s 0 et 1 tous les
feuilletages de codimension 1 sont des L -feuilletages. Par contre de´ja` en degre´
2 on se heurte au proble`me suivant : majorer la dimension de L . Nous avons
vu qu’en degre´ maximal n− 1 la dimension de L est pre´cise´ment n− 1 ce qui
permet tout du moins en petite dimension d’espe´rer une classification en se
re´ferrant a` la description des alge`bres de Lie. Nous la pre´sentons en dimension
4.
1. L -feuilletages quadratiques sur CP(n), n ≥ 4.
Nous donnons quelques proprie´te´s ge´ne´rales susceptibles d’eˆtre utiles pour
classifier les L -feuilletages de degre´ 2. La plupart sont conse´quences de la
description ge´ne´rale des feuilletages de degre´ 2 sur CP(n) faite dans [3] et que
nous avons pre´sente´e dans le cas n = 3 (chapitre 4). Nous donnerons aussi
quelques exemples.
Proposition 5.1. Soit F un feuilletage de degre´ 2 sur CP(n) de´fini en
coordonne´es homoge`nes par la 1-forme ω ∈ Ω13(Cn+1). On est dans l’une des
situations suivantes :
1. F est exceptionnel, i.e. il existe τ : CP(n) 99K CP(3) line´aire telle que
F = τ ∗FΓ
2. Il existe un feuilletage F ′ de degre´ 2 sur CP(2), une application line´aire
τ : CP(n) 99K CP(2) tels que F = τ ∗F ′.
3. F a une inte´grale premie`re du type Q1
Q2
ou` Q1 et Q2 sont des formes
quadratiques.
4. F posse`de un hyperplan invariant H et ω un facteur inte´grant de l’un













ou` les Li de´signent des formes line´aires distinctes, Q une forme
quadratique et C une cubique.
De´monstration. C’est une application directe de [3]. 
Remarque. A partir des facteurs inte´grants on peut e´videmment donner
les diffe´rents types possibles d’inte´grales premie`res.
On sait que dans le cas des feuilletages exceptionnels, il s’agit de L -
feuilletages.
Par contre la proposition 3.7 asssure que dans le cas 2, F n’est jamais un
L -feuilletage.
Dans le cas 3 ou` F posse`de une inte´grale premie`re Q1
Q2
, alors si F est un
L -feuilletage, les formes quadratiques Q1 et Q2 ne peuvent eˆtre ge´ne´riques.
En effet, si Q1 et Q2 sont ge´ne´riques, alors la surface Q1 = Q2 = 0 est une
surface de Del Pezzo ; ceci implique par un argument de´ja` rencontre´ dans la
preuve du lemme 4.3 qu’il ne peut y avoir de champ de vecteurs tangent a` la
fois aux niveaux de Q1 et de Q2.
1.1. Exemples de type 4.2. Ils se traitent relativement aise´ment :
Proposition 5.2. Soit F un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(4) ayant
une inte´grale premie`re du type z1 expH, degH = 2, dans une carte affine





z2 + z1z3 + z
2
4
De´monstration. On remarque qu’un champ affine X annulant dz1
z1
+ dH
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ou`









D’autre part pour que F soit un L -feuilletage il est ne´cessaire que pour l’un




+ Z(H)) = 0
on constate queH(0, z2, z3, z4) est un polynoˆme quadratique qui est ne´cessairement
une submersion. Par suite quitte a` changer les coordonne´es on peut supposer
que
H(0, z2, z3, z4) = z2 + q(z3, z4)
ou` q est une forme quadratique en z3, z4. On remarque aussi que H n’a pas de
terme en z21 si bien que
H = z2 + z1L(z2, z3, z4) + q(z3, z4)
On examine les cas ou` L ≡ 0, L = z2, L = z2 + z3, L = z3 qui couvrent a`
conjugaison pre`s tous les autres.
Dans la premie`re e´ventualite´, toujours a` conjugaison pre`s, on peut supposer
que
H = z2 + z3z4
ou bien
H = z2 + z
2
3
Dans ces deux cas, un calcul e´le´mentaire montre qu’il s’agit bien deL -feuilletages,
le second apparaissant comme un pull-back line´aire d’un L -feuilletage sur
CP(3).
Conside´rons le cas ou`
H = z2 + z1z2 + z1z3 + q(z3, z4)
Avec les notations pre´ce´dentes si X = z1
∂
∂z1







tangent a` F , on obtient










En posant q = az23 + bz3z4 + cz
2
4 on obtient
(1 + z1z2) + A2 + A3(z1 + 2az3 + bz4) + A4(bz3 + 2cz4) ≡ 0
Sur l’intersection des deux hyperplans
z1 + 2az3 + bz4 = 0
et
bz3 + 2cz4 = 0
82 5. L -FEUILLETAGES QUADRATIQUES SUR CP(n).
on a
(1− (2az3 + bz4)z2) + f ≡ 0
ou` f est affine donc a = b = 0. Finalement a` conjugaison pre`s on a
H = z2 + z1z3 + κz
2
4
avec κ ∈ {0, 1}. On constate que F est un L -feuilletage puisqu’on trouve



















1.2. Un cas spe´cial. Voici une me´thode qui pourrait s’ave´rer fructueuse
en particulier dans l’e´tude du cas quadratique. Conside´rons F unL -feuilletage
de degre´ 2 sur CP(4) ayant une inte´grale premie`re de type Q1
Q2
avec Qi formes
quadratiques. Supposons l’alge`bre L non nilpotente ; alors L ′ contient un








On peut supposer k ≥ 1 sinon F serait un pull-back. Examinons le cas ou`








Soit Q une forme quadratique annule´e par X ; alors Q s’e´crit
εz0z1 + q(z2, z3, z4)










z0z1 + q1(z2, z3, z4)
q2(z2, z3, z4)
Dans le premier cas F est un pull-back. Dans le second cas, on va faire une
discussion suivant le rang de q2.
Si rg q2 = 1, i.e. q2 = z
2
2 (a` conjugiason pre`s) alors F est en fait de degre´
un.
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4 ; on doit




























B(q1) = B(q2) = 0
En particulier on peut voir B dans so(3,C). Mais tous les e´le´ments non nuls














Il nous faut pour des raisons de dimension ponctuelle trouver un troisie`me
champ B′ annulant q1 et q2 du type pre´ce´dent. Par suite tout champ annulant








que nous avons d’ailleurs rencontre´e dans le principe de construction d’exem-
ple.




3 . En suivant la de´marche









i = 1, 2
inde´pendants c’est-a`-dire, en particulier, non C-coline´aires et annulant q1 ; ceci
n’est possible que si ∂
∂z4
annule q1 cas ou` F est un pull-back.
1.3. Exemple de type 3. On conside`re un feuilletage de degre´ 2 sur
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On peut supposer que λ0 = 0, λ4 = 1 et qu’un autre λi est non nul sinon le










Si de plus X annule Q2, on a∑
0≤i<j≤4
µi,j(λi − λj)zizj = 0
Si λ1, λ2 et λ3 sont non nuls et diffe´rents de 1, on aura
µ0,j = 0 pour j = 0, . . . , 4
µi,4 = 0 pour i = 1, 2, 3






La condition de dimension ponctuelle pour l’alge`bre des champs annulant Q1
et Q2 ne peut eˆtre satisfaite. On peut donc supposer toujours sous l’hypothe`se
λ1λ2 6= 0 que λ3 = 1. Si λ1 et λ2 sont encore diffe´rents de 1, on aura toujours
pour X annulant Q1 et Q2 les e´galite´s
µ0,j = µ1,4 = µ2,4 = µ1,3 = µ2,3 = 0

















ce qui est insuffisant pour obtenir la dimension ponctuelle souhaite´e. Par suite
















Comme λ 6= 0, on constate que la seule possibilite´ est λ = 1. Le feuilletage a









vue dans le principe de construction d’exemples et dans le cas spe´cial pre´ce´dent.
On de´montre de fac¸on analogue que les autres configurations de λ conduisent
au meˆme mode`le. D’ou` la :
Proposition 5.3. Soit F un L -feuilletage de degre´ 2 sur CP(4) ayant
une inte´grale premie`re Q1
Q2
ou` les Qi sont des formes quadratiques diagonales.
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Si l’e´le´ment ge´ne´rique du pinceau Q1 − κQ2 est de rang maximum, alors F a


















i tel que l’e´le´ment ge´ne´rique ne soit pas de rang maximal satisfait
λi = 0 pour i > k
En particulier le feuilletage associe´ est un pull-back.
1.4. Lors de l’examen de certaines configurations de L -feuilletages de
degre´ trois sur CP(4) associe´s a` des alge`bres re´solubles de dimension trois,
nous avons trouve´ quelques de´ge´ne´rescences conduisant a` des L -feuilletages
de degre´ deux posse´dant des inte´grales premie`res du type Q1
Q2
avec Qi forme
quadratique ; pre´cise´ment soient






Q2 = z1z4 − q1z23 − q2z3z4 − z2z3 − q3z24
On constate que l’e´le´ment ge´ne´rique du pinceau λ1Q1+λ2Q2 est de´ge´ne´re´.
Proposition 5.4. Le feuilletage F de degre´ 2 sur CP(4) donne´ par les
niveaux de Q1
Q2
est un L -feuilletage. L’alge`bre de Lie L associe´e est re´soluble
de dimension trois ; si X˜ ∈ L˜ , le champ X˜ s’e´crit
(b1z0 + (b3 − e3q2 + q2b1 − 2q1b2)z2 + (2p1b2 − p2b1 + e3p2)z3
+(2p3b1 − 2p3e3 + p2b2)z4) ∂
∂z0
+ (b1z1 + b2z2 + b3z3 + (q2b2 − 2q3b1 + 2q3e3)z4) ∂
∂z1
+ (e3z2 + (b3 − e3q2 + q2b1 − 2q1b2)z4) ∂
∂z2
+ (e3z3 + b2z4)
∂
∂z3
+ (2e3 − b1)z4 ∂
∂z4
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ou` b1, b2, b3, e3 ∈ C. Ce L -feuilletage ne ve´rifie pas la condition de re´gularite´
le long de z4 = 0.
De´monstration. L’expression des champs X˜ a e´te´ obtenue via Maple.




constant. Par contre il est invariant par tous les champs X˜. On constate par
un calcul e´le´mentaire qu’ils sont de´pendants le long de cet hyperplan. 
1.5. Ubiquite´ de l’exemple de Gordan-Nœther. Revenons a` l’exem-
ple de Gordan-Nœther
P = z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
dans C5 et conside´rons sa restriction a` la carte z1 = 1
P1 = z3 + z2z4 + z
2
2z5


















sont tangents aux niveaux de P1. Le feuilletage par les niveaux de P1 est donc
une fois encore un L -feuilletage de C4, lequel s’e´tend bien suˆr a` CP(4) ; il a
pour inte´grale premie`re




qui de´finit un feuilletage de degre´ 2.




1 + z1z2z4 + z
2
2z5


















et produit encore un exemple de degre´ 2 sur CP(4) d’inte´grale premie`re




Ces deux exemples, tous deux de type 4.1., sont non e´quivalents.
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2. Exemples de type 4.1.
2.1. Cas spe´cial. (ou` l’on retrouve l’ubiquite´ de Gordan-Nœther).
Nous allons nous inte´resser a` un cas spe´cial de L -feuilletage quadratique de
type 4.1. sur CP(4). Soit F un L -feuilletage sur CP(4) ayant une inte´grale
premie`re du type C
z3
0
ou` C est un polynoˆme cubique. La restriction de F a`
la carte affine z0 = 1 de´finit un L -feuilletage de degre´ 2 sur C
4 ayant pour
inte´grale premie`re P (z1, z2, z3, z4) = C(1, z1, z2, z3, z4) . Nous allons supposer
que P est un polynoˆme homoge`ne.
The´ore`me 5.5. Soit P un polynoˆme homoge`ne minimal de degre´ 3 sur C4









4. z21z3 + z1z2(a1z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4
5. z21z3 + z1z2(z3 + z4) + z
2
2z4
6. z21z3 + z1z2z4 + a2z
3
2
Remarques. 1. Conside´rons le polynoˆme de Gordan-Nœther
P = z21z3 + z1z2z5 + z
2
2z4
Si l’on restreint P a` z2 = 0 on obtient a` permutation pre`s des coordonne´es
le premier cas 1. En restreignant a` z3 = z4 = 0 on trouve 2 ; la restriction de
P a` z4 = 0 est a` conjugaison pre`s le cas 3. En restreignant P a` l’hyperplan
a1z1 + z2 + z3 + z4, on obtient le cas 4. En le restreignant a` z5 = z3 + z4,
on retrouve le cas 5. Enfin le cas 6. s’obtient en permutant z4 et z5 et en
restreignant P a` z5 = a2z2.
2. Par conjugaison on peut supposer a2 ∈ {0, 1}.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 1.16, l’origine n’est pas une singu-
larite´ isole´e de dP sinon le feuilletage F serait de degre´ 1. Il s’ensuit que dP
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s’annule sur un nombre fini de droites, ou sur une surface ou encore sur une
hypersurface. Nous allons traiter ces diffe´rentes e´ventualite´s au cas par cas.
1. Si dP s’annule sur une hypersurface, P n’est pas re´duit et s’e´crit z21L ou`
L de´signe une forme line´aire. Puisque P est minimal, L est non coline´aire
a` z1. Le L -feuilletage F de´crit par le polynoˆme P est alors de degre´ 1
et P est du type z1z
2
2 .
2. Conside´rons le cas ou` dP s’annule au moins sur une droite par exemple
d’e´quation z2 = z3 = z4 = 0. En particulier le polynoˆme P n’a de
monoˆme ni en z31 , ni en z
2
1zi ; par suite il est de la forme
z1q(z2, z3, z4) + r(z2, z3, z4)
ou` q est une forme quadratique et r un polynoˆme cubique. Un champ
de vecteurs X annulant P doit eˆtre tangent au lieu singulier de P et en
particulier a` l’axe des z1. Par suite, il s’e´crit









Remarquons que si q ≡ 0, alors F est un pull-back ; ce cas a e´te´ traite´
dans le corollaire de l’introduction.
Si l’on e´crit X sous la forme A1
∂
∂z1
+ Y , on a{
A1q + z1Y (q) = 0
Y (r) = 0





Supposons que pour tout champX annulant le polynoˆme P on ait λ1 = 0.
La dimension ponctuelle ge´ne´rique de tels X e´tant trois, le polynoˆme P






ce qui est absurde. Ainsi on peut trouver




+ Y1, X2 = Y2 et X3 = Y3
ge´ne´riquement inde´pendants ; il en est de meˆme pour les champs Y2 et
Y3. Les e´galite´s {
Y2(q) = Y2(r) = 0
Y3(q) = Y3(r) = 0
impliquent que les composantes connexes des niveaux de q et r sont les
meˆmes.
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Si la forme quadratique q est de rang 2 ou 3, alors on a r = 0 et P




que nous avons de´ja` rencontre´ ou
z1z2z3
Dans les deux cas on obtient un L -feuilletage.
Reste a` conside´rer le cas ou` la forme quadratique q est de rang 1 : le








qui est conjugue´ a` z1z
2
2 et le feuilletage obtenu est de degre´ 1.
3. Cas ou` dP s’annule sur une surface S.
3.1. Supposons qu’une composante de S soit un plan par exemple
d’e´quation z1 = z2 = 0, alors P est du type
z21L1 + z1z2L2 + z
2
2L3
ou` Li de´signe une forme line´aire. On a l’alternative suivante :
- le feuilletage F est un pull-back (et donc encore du type z1z
2
2)
- les formes line´aires z1, z2, L1, L2 et L3 forment un syste`me de
rang 4. On se rame`ne alors aux deux cas suivants
z21z3 + z1z2L+ z
2
2z4
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2L
ou` L de´signe une forme line´aire. Il nous faut maintenant caracte´riser
les L qui produisent un L -feuilletage. Comme le lieu singulier
doit eˆtre invariant par tout champ X annulant P , un tel champ,
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3.1.1. Commenc¸ons par conside´rer le cas ou` P est de la forme
z21z3 + z1z2L+ z
2
2z4
L’e´galite´ X(P ) = 0 se traduit par le syste`me suivant :

2b1 + c1a3 + α3 = 0
2a1b1 + 2a2c1 + a1c2 + α2 + α1a3 + β1a4
b1a2 + 2a1b2 + 2a2c2 + α2a3 + β2a4 + β1 = 0
b1a4 + 2c1 + a4c2 + α4a3 + β4a4 = 0
2b2 + b1a3 + a3c2 + α3a3 + β3a4 = 0
b2a2 + β2 = 0
b2a4 + 2c2 + β4 = 0
b2a3 + β3 = 0
a1c1 + α1 = 0
a4c1 + α4 = 0
C’est un syste`me de dix e´quations a` douze inconnues. Pour que la
dimension ponctuelle des champsX annulant P soit ge´ne´riquement
trois, il nous faut au moins trois solutions inde´pendantes. Ceci
impose des conditions sur les ai qui re´gissent le syste`me. En sub-
stituant on obtient que ce syste`me a un espace de solutions de
dimension au moins trois si et seulement si
(a2a4 − 1)(2a1 + a1a24 − 3a2a4) = (a3a4 − 1) = 0
3.1.1.1. Lorsque a2a4 = a3a4 = 1, quitte a` conjuguer par une
application line´aire ad-hoc on se rame`ne a` a2 = a3 = a4 = 1,
autrement dit
P = z21z3 + z1z2(a1z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4
On peut alors re´soudre le syste`me pre´ce´dent et l’espace vecto-











− (2a1z1 + z2 + z3 + z4) ∂
∂z4
X3 = (z1 + z2)
∂
∂z2
− (a1z1 + z3 + z4) ∂
∂z3
− 2(z1 + z4) ∂
∂z4
On constate que ces trois champs engendrent une alge`bre de
dimension ponctuelle trois.
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3.1.1.2. Passons au cas ou` a3a4 = 1 et 2a1 + a1a
2
4 − 3a2a4 = 0.
Comme a3 et a4 sont non nuls, on se rame`ne par une application
line´aire de type
(z1, z2, z3, z4) 7→ (ρ1z1, ρ2z2, ρ3z3, ρ4z4)
ad-hoc aux deux cas suivants :
P1 = z
2






1z3 + z1z2(z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4























Ainsi P1 de´finit bien un L -feuilletage.
Le second cas est un cas particulier du cas 3.1.1.1. avec a1 = 1.
3.1.2. Conside´rons le cas ou` P est de la forme
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(a1z1 + a2z2 + a3z3 + a4z4)
Notons que si a4 6= 0, en posant Z4 = a1z1+a2z2+a3z3+a4z4 on
se rame`ne au cas pre´ce´dent. Nous supposerons donc que a4 = 0.
Quitte a` changer z4 en z4 − a1z2 on a a1 = 0 ; autrement dit P
s’e´crit
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(a2z2 + a3z3)
On proce`de comme pre´ce´demment ; l’e´galite´ X(P ) = 0 conduit
au syste`me 

b1 + β4 + c2 = 0
b2 + α4a3 = 0
c1 + α4 = 0
2b1 + α3 = 0
2b2 + 2a3c1 + β3 = 0
a3(2c2 + α3) = 0
3a2c1 + α1a3 + β2 = 0
3a2c2 + α2a3 = 0
α1 = 0
α2 + β1 = 0
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3.1.2.1. Supposons que a3 = 0, i.e. que le polynoˆme P s’e´crive
P = z21z3 + z1z2z4 + a2z
3
2
On a l’alternative suivante :




















Il de´finit donc bien un L -feuilletage.
- a2 = 0, le polynoˆme P de´crit un L -feuilletage dont l’alge`bre























On constate que la dimension de l’alge`bre passe de trois a` quatre
lorsque a2 s’annule.
3.1.2.2. Supposons maintenant que a3 6= 0. A conjugaison pre`s par
des applications du type
(z1, z2, z3, z4) 7→ (ρ1z1, ρ2z2, ρ3z3, ρ4z4)
on se rame`ne a` l’e´tude des deux cas suivants
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z3
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(z2 + z3)
Les champs qui annulent ces deux polynoˆmes forment un espace
de dimension 2 donc les feuilletages de´crits par ces polynoˆmes ne
sont pas des L -feuilletages.
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3.2. Plac¸ons nous dans l’e´ventualite´ ou` la surface S contient une
composante non plane. On peut alors supposer que trois axes de
coordonne´es sont dans S, par exemple les axes z1, z2 et z3. Par un
argument de´ja` rencontre´, le polynoˆme P est affine en z1, z2, z3 et
quadratique en z4 ; on constate que P est du type
εz1z2z3 + z
2
4(a1z1 + a2z2 + a3z3)
On remarque que ε 6= 0 sinon le feuilletage de´crit par P est de degre´
1. De´terminons les valeurs des ai pour lesquelles ces polynoˆmes ont
une surface singulie`re.
3.2.1. Si a1a2a3 6= 0, on se rame`ne par homothe´tie a`
P = z1z2z3 + z
2
4(z1 + z2 + z3)
et un calcul e´le´mentaire montre que codim S ing P = 3.
3.2.2. Si deux des ai sont non nuls, on se rame`ne a`
P = z1z2z3 + z
2
4(z1 + z2)
et comme pre´ce´demment le lieu singulier de P est de codimension
3.
3.2.3. Reste donc le cas ou` un seul des ai est non nul, alors P est






2.2. Exemples de L -feuilletages quadratiques satisfaisant dimL =
3. Lors de l’e´tude des L -feuilletages de degre´ 3 sur CP(4) correspondant aux
alge`bres Lα, nous avons rencontre´ une de´ge´ne´rescence qui produit un feuil-
letage de degre´ 2 de type 4.1 ; l’alge`bre L est ici de dimension trois (cf. chapitre
6). Voici cet exemple :
L’alge`bre L est engendre´e par les champs
X =
(






+(ξ5z0 − 3z1 + ξ7z2 + ξ8z3 + (hξ13 + 2i− ξ5δ)z4) ∂
∂z1
+(−z2 + ξ13z3) ∂
∂z2
+ (ξ5z3 − z4) ∂
∂z4
,
Z = (cz2 + δz3 + ez4)
∂
∂z0














L’alge`bre engendre´e parX, Y et Z est re´soluble et de type Lα (avec α = 2),
c’est-a`-dire posse`de une pre´sentation de la forme
{[X˜, Y˜ ] = Y˜ , [X˜, Z˜] = αZ˜, [Y˜ , Z˜] = 0}, α 6= 0
On montre que le feuilletage associe´ a` cette alge`bre admet pour inte´grale
premie`re
3(z2 − ξ13z3)3
z0z3z4 − z1z23 − e3z34 − cz2+δz32 z24 + (hz2 + iz3)z3z4 + κz33 − 3ξ5hz2z23
ou`
κ = −ξ13(ξ7 − ξ5h)− 2(ξ5i− ξ8)







avec a, b ∈ {0, 1}.
Remarques. 1. En se restreignant a` la carte affine z2 = 1, on constate
que le polynoˆme







de´finit un L -feuilletage sur C4.




4(az4 + bz2) est encore lorsque b est
non nul de type Gordan-Nœther. Pour b = 0, le feuilletage est un pull-back.
CHAPITRE 6
L -feuilletages de degre´ trois sur CP(4).
Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4), la proposition assure que
dimL = 3. Ainsi la classification des L -feuilletages de degre´ 3 sur CP(4)
repose sur celle des alge`bres de Lie de dimension 3 ([7]). Pour classifier les
alge`bres de Lie L de dimension 3, on conside`re l’application biline´aire
[ , ] : L ×L → L
et plus particulie`rement son rang.
Si dim[L ,L ] = 0, l’alge`bre L est abe´lienne.
Si dim[L ,L ] = 1, l’alge`bre L est de´crite par les pre´sentations
{[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }
ou
{[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}
Si dim[L ,L ] = 2, l’alge`bre L est du type
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}
avec α ∈ C∗ ou bien
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}
.
Enfin si dim[L ,L ] = 3, alors L est isomorphe a` sℓ(2,C).
Nous allons e´tudier au cas par cas les L -feuilletages associe´s.
1. L’alge`bre L est isomorphe a` sℓ(2,C).
Par simple connexite´ de SL(2,C), la repre´sentation de sℓ(2,C) dansM (5,C)
donne´e par L ′ assure l’existence d’une action line´aire de SL(2,C) sur C5. On
est donc ramene´ a` classifier les actions line´aires de SL(2,C) sur C5 que nous
allons de´crire.
Commenc¸ons donc par supposer que l’action est irre´ductible ; c’est alors a`
conjugaison pre`s l’action naturelle de SL(2,C) sur les polynoˆmes homoge`nes
de degre´ quatre en deux variables. Cette action descend a` l’espace projectif
pour donner un L -feuilletage de degre´ 3 dont les feuilles sont les niveaux
ge´ne´riques de la fonction j ; nous l’avons de´crite au chapitre 2. A conjugaison
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pre`s ce L -feuilletage est unique puisqu’il y a une unique action irre´ductible
de SL(2,C) sur C5.
Supposons maintenant que l’action line´aire de SL(2,C) surC5 soit re´ductible ;
elle se de´compose en actions irre´ductibles avec les configurations suivantes des
diffe´rents facteurs :
C⊕C4, C2 ⊕C3, C⊕C⊕C3, C⊕C2 ⊕C2,
C⊕C⊕C⊕C2, et C⊕C⊕C⊕C⊕C.
On peut exclure les deux dernie`res configurations : l’action sur chaque fac-
teur C e´tant triviale, elles ne donneront pas d’orbites de dimension quatre.
Examinons les autres possibilite´s au cas par cas :
(i) action de SL(2,C) sur C⊕C4.
Sur le facteur C l’action est triviale et sur C4 c’est l’action naturelle de
SL(2,C) sur V4 (cf chapitre 2) a` conjugaison pre`s. Elle admet pour invariants
z1 et ∆(z2, . . . , z5) ou`




4 − 4z2z34 − 4z33z5 + 18z2z3z4z5
Par suite F posse`de l’inte´grale premie`re
∆(z2, . . . , z5)
z41
A conjugaison pre`s, le L -feuilletage F est unique. Il a de´ja` e´te´ e´tudie´ dans
la liste d’exemples (chapitre 2) mais pre´sente´ de manie`re diffe´rente.
(ii) action de SL(2,C) sur C2 ⊕C3.
Elle est conjugue´e a` l’action de SL(2,C) sur V2⊕ V3. On note les e´le´ments
de V2 ⊕ V3 sous la forme
(z1x+ z2y, z3x
2 + z4xy + z5y
2)
A chacun de ces e´le´ments on associe
Q1 = (z1x+ z2y)
2 = z21x





2 + z4xy + z5y
2
et Q˜i la matrice de la forme quadratique Qi. Soit P ∈ SL(2,C) ; on a
det(tP (Q˜1 − κQ˜2)P ) = det(Q˜1 − κQ˜2)
autrement dit







− κ(z3z22 + z5z21 − z1z2z4)
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est une inte´grale premie`re du L -feuilletage de degre´ 3 associe´ a` L .
Remarque. Le nume´rateur de cette inte´grale premie`re est le polynoˆme
de Gordan-Nœther ; on retrouve le feuilletage exceptionnel en coupant par un
CP(3) ad hoc. Ce CP(3) est non ge´ne´rique puisqu’il y a une chute de degre´.
(iii) action de SL(2,C) sur C⊕C2 ⊕C2.




Comme l’action naturelle de SL(2,C) sur C2 correspond a` l’action sur les
formes line´aires, on peut voir l’action sur C2 ⊕C2 a` conjugaison pre`s comme
suit














= z2z5 − z3z4
est un invariant et que les niveaux ge´ne´riques de
(z1, z2z5 − z3z4)




est une inte´grale premie`re du L -feuilletage associe´ a` L qui est donc de degre´
1 (car de´fini dans la carte affine z1 = 1 par une forme quadratique) ; cette
action n’induit donc pas un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4).
(iv) action de SL(2,C) sur C⊕C⊕C3.
Cette action est triviale sur chaque facteur C et sur le facteur C3 c’est
l’action naturelle sur V3. Ainsi le feuilletage associe´ a` L
′ est donne´ par les
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niveaux de (z1, z2) et une inte´grale premie`re du L -feuilletage associe´ a` L est
z1
z2
. Par suite ce feuilletage est de degre´ 0.
Finalement seules les deux premie`res actions conduisent a` un L -feuilletage
de degre´ 3 sur CP(4) :
The´ore`me 6.1. Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4). Si L est
isomorphe a` sℓ(2,C), alors le feuilletage F admet a` conjugaison pre`s l’une
des inte´grales premie`res suivantes :
z23z
2












2. L’alge`bre L est abe´lienne
En classifiant les triplets de matrices (5, 5) qui commutent on se rame`ne a`
e´tudier les sept cas qui suivent :
(i) L˜ est diagonale,
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Remarque. On a e´limine´ les alge`bres qui donnent des feuilletages de degre´
strictement infe´rieur a` 3.
Examinons ces possibilite´s au cas par cas :




























































La 1-forme annule´e par ces quatre champs s’e´crit a` multiplication
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La 1-forme annule´e par ces champs s’e´crit a` multiplication pre`s dans








































La 1-forme annule´e par ces quatre champs s’e´crit a` multiplication













Le L -feuilletage de´crit par cette 1-forme a pour inte´grale premie`re
z0z
2





















sinon. A conjugaison pre`s on obtient :
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z24
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sinon.























La 1-forme ω annulant ces quatre champs s’e´crit a` multiplication pre`s






− ξdz2 + ξ(z3 − κ)dz3







ξ(z23 − 2κz3z4 − 2z2z4)
2z24
)








































La 1-forme ω annule´e par ces quatre champs s’e´crit a` multiplication pre`s
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La 1-forme ω qui annule ces champs s’e´crit a` multiplication pre`s dans la
carte affine z4 = 1
d
(
















Le feuilletage de´crit par cette 1-forme admet pour inte´grale premie`re








+ (z2 − β3 z3)z23z4
z44

















Le the´ore`me suivant re´sume l’analyse pre´ce´dente ; elle a e´te´ faite directe-
ment sans utiliser Maple.
The´ore`me 6.2. Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4). Si L est



















































































Les κi, κ et ξ sont des nombres complexes.
3. L’alge`bre L = Lα a pour pre´sentation
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}, α 6= 0.






, Y ] =
Y
α




On obtient avec X ′ = X
α
, Y ′ = Z et Z ′ = Y
[X ′, Y ′] = Y ′, [Y ′, Z ′] = 0, [X ′, Z ′] =
Z ′
α
Par suite l’alge`bre L est indiffe´remment de´termine´e par α ou 1
α
que l’on note
α˜ (i.e. on note α˜ = 2˜ pour α = 2 ou α = 1
2
).
L’alge`bre CY ⊕CZ est sous-alge`bre abe´lienne de L qui est re´soluble. La
pre´sentation entraˆıne que Y et Z sont nilpotents ; on peut donc choisir une




0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , N2,2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0






0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , N3,2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


suivant son ordre de nilpotence et son rang (on rappelle que si Y est de rang
1, le degre´ du feuilletage chute et en fait le feuilletage est un pull-back) ; on
cherche alors la forme de la matrice Z : soit C (Ni) le commutateur de Ni
C (Ni,j) = {M ∈ M (5,C), MNi,j −Ni,jM = 0}
Un calcul fastidieux mais sans difficulte´ donne la description des alge`bres de






a b c δ e
f g h i j
0 0 k ℓ m
0 0 0 a b










a b c δ e
0 a b 0 0
0 0 a 0 0
0 0 f g h










a c e g i
0 b δ f h
0 0 a c e
0 0 0 b δ










a b c δ e
0 a b c 0
0 0 a b 0
0 0 0 a 0










a b c δ e
0 a b c δ
0 0 a b c
0 0 0 a b
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Comme Z est nilpotente, Z appartient suivant l’ordre de nilpotence et le






a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a









0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f g h
0 0 i j −g









0 c e g i
0 0 δ f h
0 0 0 c e
0 0 0 0 δ










0 b c δ e
0 0 b c 0
0 0 0 b 0
0 0 0 0 0










0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b





Soit E ∈ M (n,C) un sous-espace vectoriel de M (n,C) ; on note r(E) ∈ N
le rang ge´ne´rique des e´le´ments de E :
r(E) = max{rgM, M ∈ E}
et E(M,Ni,j) l’espace vectoriel engendre´ par M et Ni,j . Soit M ∈ C ′(Ni,j) tel




{M ∈ C ′(Ni,j), r(E(M,Ni,j)) = i}
les ensembles
Gi,j = {M ∈ C ′(Ni,j), r(E(M,Ni,j)) ≤ i}
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et la proprie´te´ P :




δℓk = −ℓ2i+ ℓjk + ek2
ck = −gℓ
bk2 = −fℓ2
Le lemme suivant donne la description des Fi ; sa preuve utilise uniquement
des arguments standards de mineurs.






a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a









0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f 0 0










0 c e g i
0 0 δ f h
0 0 0 c e
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0









0 0 c δ 0
0 0 0 c 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0










0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b
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Remarque. Si l’on note Gi =
⋃
j
Gi,j, on obtient a` partir de la description
des Gij celle des Fi :
F2 = G2, F3 = G3 \G2, F4 = G4 \ (G2 ∪G3)
De´monstration. Commenc¸ons par de´crire l’ensemble G2,1 ; l’annulation
pour tout re´el t des mineurs (3, 3) de la matrice

a b c δ + t e
f −a h i j + t
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a


est re´alise´e si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :{
a = f = b = c = h = 0
bℓ2 = −fm2, aℓ = −fm, δmℓ = −m2i+mjℓ+ eℓ2, cℓ = −hm
Pour l’ensemble G2,2, les mineurs (3, 3) de la matrice

0 b+ t c δ e
0 0 b+ t 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f g h
0 0 i j −g


sont nuls pour tout re´el t si et seulement si g = h = j = 0.
On de´crit maintenant G3,1 ; la matrice

0 c e+ t g i
0 0 δ f + t h
0 0 0 c e+ t
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0


est de rang infe´rieur ou e´gal a` 3 si et seulement si cδ = 0.
Passons a` la description de G3,2 ; l’annulation pour tout re´el t des mineurs
(4, 4) de la matrice 

0 b+ t c δ e
0 0 b+ t c 0
0 0 0 b+ t 0
0 0 0 0 0
0 0 0 f 0


est re´alise´e si et seulement si b = e = f = 0.
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Pour G4, il n’y a rien a` faire. 
On aborde maintenant la classification des L -feuilletages associe´s aux
alge`bres Lα.
On se permettra d’effectuer certaines combinaisons line´aires dites permises
qui vont changer L ′ tout en gardant la meˆme structure d’alge`bre : par exemple,
les alge`bres < X, Y, Z > et < X + κR, Y, Z > sont distinctes mais isomorphes
et tangentes au meˆme feuilletage.
3.1. Cas ou` les matrices Y , Z ∈ F4. C’est le cas ou` Y s’e´crit

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


et ou` Z est de la forme 

0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b
0 0 0 0 0


Pour des raisons techniques de calcul, on cherche X ∈ χ(CP(4)), λ, µ, β,
ε ∈ C et Z du type pre´ce´dent satisfaisant
[X, Y ] = λY + µZ, [X,Z] = βY + εZ
La raison est qu’un e´le´ment ge´ne´rique de [Lα,Lα] peut eˆtre de rang 4 alors que
les Y et Z de la pre´sentation pre´ce´dente peuvent ne pas l’eˆtre. Les e´quations
traite´es sont quadratiques et il n’est pas e´tonnant qu’arrivent plusieurs cas ; ils
correspondent aux diffe´rentes composantes irre´ductibles des ensembles de´crits
par ces e´quations. On n’a retenu que les solutions donnant des feuilletages de
degre´ trois, certaines donnant des feuilletages de degre´ plus bas ; ces solutions
e´limine´es interviennent dans la classification des feuilletages de degre´ infe´rieur
a` trois.
Etudions les feuilletages associe´s aux solutions donne´es par Maple. Nous
pre´sentons les calculs typiques et mentionnons par quelles techniques se trait-
ent les autres cas.
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3.1.1. Les champsX et Z s’e´crivent respectivement a` combinaisons line´aires
permises pre`s
X = (bz1 + cz2 + δz3 + ez4)
∂
∂z0
+ (κz1 + bz2 + cz3 + δz4)
∂
∂z1
+(2κz2 + bz3 + cz4)
∂
∂z2

























Ceci implique que κ 6= 0 ; par suite on peut supposer que κ = 1. On
note que α˜ = 2˜.
Quitte a` faire des combinaisons line´aires permises, le champ X s’e´crit
(−4z0 + δz3 + ez4) ∂
∂z0






Les hyperplans z4 = cte sont alors invariants par les trois champs qui
engendrent donc le feuilletage restreint a` la carte affine z4 = 1. Dans
cette carte affine, on a :
X˜ = X|z4=1 = (−4z0 + δz3 + e)
∂
∂z0



























Les champs Y˜ et Z˜ ont une « partie constante » donc ne s’annulent pas
et commutent ; nous allons essayer de les redresser par un automorphisme
polynomial. Le flot de Y˜ est



















et celui de Z˜
ψ : (z; s) 7→ (z0 + z2s+ s
2
2
, z1 + z3s, z2 + s, z3)
On de´finit maintenant le diffe´omorphisme
H(z0, z1, z2, z3) = ϕ(ψ(z0, z1, 0, 0; z2); z3)
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Par construction H conjugue ∂
∂z3
a` Y˜ et ∂
∂z2
a` Z˜.
On note F˜ le feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les champs
X˜, Y˜ et Z˜ ; soit Ω˜ une 1-forme qui de´finit F˜ . Le feuilletage F ′ = H∗F˜







. Elle s’e´crit donc du fait de l’inte´grabilite´
Ω′ = A′(z0, z1)dz0 +B
′(z0, z1)dz1
Le diffe´omorphisme H laisse le plan z2 = z3 = 0 invariant point par
point, donc Ω′ = cte ι∗Ω˜ ou`
ι : (z0, z1) 7→ (z0, z1, 0, 0)
et Ω′ de´finit F˜|z2=z3=0. On constate que le champ
X˜|z2=z3=0 = (−4z0 + e)
∂
∂z0
+ (−3z1 + δ) ∂
∂z1
de´crit le feuilletage en restriction au 2-plan z2 = z3 = 0. On de´duit une
inte´grale premie`re de F˜|z2=z3=0 :
(z0 − e4)3
(z1 − δ3)4














































A posteriori, on constate que ce cas s’obtient a` partir de 3.1.3. en faisant
κ = 0.
3.1.2. Les champs X et Z sont a` combinaisons line´aires permises pre`s
(Maple)
X = (ξ1z1 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+ 4(bη + ς)z4
∂
∂z4
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+ ((bη + ς)z1 + ξ1z2 + (ξ2 + ηδ)z3 + z4)
∂
∂z1
+ (2(bη + ς)z2 + ξ1z3 + (ξ2 + 2ηδ)z4)
∂
∂z2




Z = (bz1 + δz3)
∂
∂z0
















−b(3bη + 2ς) 4ηb+ 3ς
)
Les valeurs propres de cette matrice sont 3(ς + bη) et ς + bη donc
α˜ = 3˜. On remarque que ς + bη est non nul.
On note que si δ = 0, la dimension ponctuelle de L est deux. Quitte
a` changer Z en 1
δ







A combinaisons line´aires et conjugaison pre`s, on a
X = (−4(bη + ς)z0 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (−3(bη + ς)z1 + ηδz3) ∂
∂z1
+(−2(bη + ς)z2 + 2µδz4) ∂
∂z2
− (bη + ς)z3 ∂
∂z3
On traite ce cas de la meˆme manie`re qu’en 3.1.1 et une inte´grale premie`re































3z4 − z43 + z0z34
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3.1.3. A combinaisons line´aires pre`s on a suivant Maple :


















































































Quitte a` faire des combinaisons line´aires de Z avec Y , le champ Z s’e´crit












De meˆme a` combinaisons line´aires permises pre`s on a




















+ (2z3 + 3κz4)
∂
∂z3
On trouve que F admet comme inte´grale premie`re(
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soit a` conjugaison pre`s(
z1z
2











Remarques. 1. Ce feuilletage, ainsi que celui produit en 3.1.1, n’appar-
tient pas aux composantes connues de l’espace des feuilletages de degre´ 3 sur
CP(4) ; c’est un candidat a` eˆtre un feuilletage « exceptionnel ».
2. Une de´ge´ne´rescence de ce cas correspond a` δ = 0 (multiplier les con-
stantes par δ et annuler δ). On obtient l’alge`bre engendre´e par les champs

































qui correspond en fait au cas κ = 0, i.e. 3.1.1.
La de´ge´ne´rescence ς = 0 produit α = 0 et n’est donc pas a` conside´rer ici.
3. On constate que lorsque le rang ge´ne´rique de < Y,Z > est maximal
l’invariant α˜ est discret et vaut 2˜ ou 3˜.
3.2. Les matrices Y , Z ∈ F3. Comme pre´ce´demment on cherche X dans
χ(CP(4)), λ, µ, β, ε ∈ C satisfaisant
[X, Y ] = λY + µZ et [X,Z] = βY + εZ
Graˆce a` Maple, on obtient les sept solutions suivantes que l’on e´tudie au cas
par cas. On n’a retenu que les solutions donnant des feuilletages de degre´ 3.














iσ + 2k(gζ − ξ1)
g
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On note que α˜ = 3˜
2
.
Le feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les champs X, Y , Z























































































































ou encore a` conjugaison pre`s
z4(z0z
2






ou` a ∈ {0, 1}.
Remarque. Dans la carte affine z3 = 1, le feuilletage admet pour
inte´grale premie`re a` conjugaison pre`s
z4(z0z
2
4 + z1z4 + z
2
2z4 + a)
Il produit donc un polynoˆme de degre´ quatre sur C4 de´finissant un L -
feuilletage.
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3.2.2. Les champs X, Y et Z sont a` combinaisons line´aires permises pre`s
X =
(
(e− f)(ξ7 + κk)
k














+ (2κ(f − e)z3 + (ξ7 + κk)z4) ∂
∂z3
+



















+ ((f − e)z3 + kz4) ∂
∂z1







κ(f − 2e) κ
−efκ κ(2f − e)
)
Les valeurs propres de cette matrice sont κ(f − e) et 2κ(f − e) donc
α˜ = 2˜.
On montre que le feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les



























(f − e)(ξ7 − kκ)
k
, ξ′5 =
(κk + ξ7)(f − e)
k
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3.2.3. A combinaisons line´aires permises pre`s on a
X = ((−νz0 + ξ3z3 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (ξ8z3 + ξ9z4)
∂
∂z1




















+ (f − e)z3 ∂
∂z1
i 6= 0, f − e 6= 0







−eςf ς(2f − e)
)
On note que α˜ = 2˜.
Posons







Si ν + 2δ = 0, le feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les











z23z4 − ν(z1z24 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + (f−e)2i z22z3)
z34
)




















4 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + f−e2i z22z3 + η2δz3z24 − κ2δ−ν z23z4 + ξ92δ+ν z34
)ν
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4 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + f−e2i z22z3)
z23z4
)














3.2.4. Les champs X, Y et Z s’e´crivent a` combinaisons line´aires pre`s
X =
(














+((η + ς(2f − e))z2 − ςgz3 + ςiz4) ∂
∂z2
+(−ςδz2 + (η + ςf)z3 + (ξ7 + ςk)z4) ∂
∂z3














Z = (gz3 + iz4)
∂
∂z0





On traite ce cas comme d’habitude en trivialisant deux champs tangents
dans la carte affine z4 = 1. Suivant les valeurs du parame`tre, on trouve
les inte´grales premie`res suivantes :
(P − γ+Q)ϑ+(P − γ−Q)ϑ−
z24













sinon. Les polynoˆmes P et Q sont de´finis par :


















z3z4 − z2z3 − κ1z24












(δςξ4 + 2f(ςe+ η))δς − ξ9δ(η + eς) + (ξ7 + ςk)(eςk − iδς + ηk)








1± 2η + eς√
ς2(e2 + 4gδ)
)
Ce qui donne a` conjugaison pre`s
(













si e2 + δg 6= 0,























υ = e(f − e)− 2gδ
sinon. On peut e´ventuellement simplifier encore ces expressions ; mais il
faut tenir compte de l’annulation ou non de certains parame`tres. Nous
en laissons le soin au lecteur.










Z = (z1 + gz3 + iz4)
∂
∂z0






Notons, et ceci se constate dans les cartes z4 = 1 puis z3 = 1 que l’on
peut par conjugaison supposer que g = i = 0. Lorsqu’on demande a`
Maple X, λ, µ, ε, β tels que [X, Y ] = λX + µY et [X,Z] = βX + εY il
donne
X = (ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+ ((ζ + δf)z1 + δkz2 + ξ1kz4)
∂
∂z1
+ (δz1 + ζz2)
∂
∂z2
+ (2(ζ + δf)z3 + 2δkz4)
∂
∂z3










δk δf + ζ
)
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matrice qui doit eˆtre inversible.
Les me´thodes que nous avons applique´es jusqu’ici conduisent a` des
calculs relativement pe´nibles. Nous allons essayer une autre me´thode ;
supposons que l’on puisse trouver X ′ tel que par exemple [X,X ′] = 0 et
tel que X ′ ne soit pas tangent au feuilletage. Alors X ′ est ne´cessairement
une syme´trie ; ce qui produit un facteur inte´grant qui en principe permet
de calculer l’inte´grale premie`re. Cherchons par exemple, et cela convien-


















ceci correspondant aux choix µ′ = 0 et λ′ = 1. Pour que [X,X ′] = 0 il
faut et il suffit que l’on ait{






qui posse`de une solution unique puisque la matrice(
ζ δ
δk δf + ζ
)
est inversible. Dans le cas ou` δ 6= 0 on ve´rifie que X ′ n’est pas tangent
au feuilletage ; par contre, lorsque δ = 0, le champ X ′ est coline´aire a` X.







−µkξ3 + (ζ + δf)ξ4
ν
avec
ν = ζ(ζ + δf)− δ2k
On proce`de alors au calcul de
ω = iXiY iZiRdz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4
1-forme qui de´crit le feuilletage et de
P = ω(X ′) = iX′iXiY iZdz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4
facteur inte´grant de cette 1-forme. Si κ =
√
δ2f 2 + 4δ2k, on constate que
les deux hyperplans
(δf + κ)z3 + 2δkz4 = 0
et
(δf − κ)z3 + 2δkz4 = 0
sont invariants par le feuilletage car invariants par X et e´videmment par
Y et Z. Le polynoˆme P s’e´crit donc a` constante multiplicative pre`s
((δf + κ)z3 + 2δkz4) ((δf − κ)z3 + 2δkz4)Q
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ou`
Q = −2ν(k + fz3 − z23)z0 − ν(fz3 + k)z22 + 2νz1z2z3
−νz21 − σz33 + (ς + fσ)z23 + (kσ − ςf)z3 − kς
avec
ς = ξ4ζ − δkξ3 + δξ4f et σ = δξ4 − ζξ3
Le polynoˆme Q, obtenu a` l’aide de Maple, est de degre´ 3 ; ge´ne´riquement
sur les valeurs des parame`tres il est irre´ductible. Ainsi ge´ne´riquement le
feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les champs X, Y , R et Z
admet une inte´grale premie`re de la forme
((δf + κ)z3 + 2δkz4)
λ0 ((δf − κ)z3 + 2δkz4)λ1 Q˜λ2
ou` Q˜ est l’homoge´ne´ise´ de Q ; on constate que Q˜ vaut :
−2ν(kz24 + fz3z4 − z23)z0 − ν(fz3 + kz4)z22 + 2νz1z2z3
−νz21z4 − σz33 + (ς + fσ)z23z4 + (kσ − ςf)z3z24 − kςz34




Pour les valeurs non ge´ne´riques des parame`tres ou` le polynoˆme P
n’est pas re´duit, on trouve des inte´grales premie`res contenant des expo-
nentielles.
Le polynoˆme P s’e´crit δ2P˜ donc s’annule pour δ = 0. Par contre P˜ ne
s’annule pas pour δ = 0 et par suite est un facteur inte´grant du feuilletage
correspondant a` δ = 0. On traite ce cas comme d’habitude suivant les
valeurs des parame`tres ; il ne donne pas de phe´nome`ne nouveau.
3.2.6. A combinaisons line´aires permises pre`s on a
X = (−3ςz0 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (−2ςz1 + γcz2 + (ξ2 + γδ)z3) ∂
∂z1
+(−ςz2 + 2γcz3) ∂
∂z2
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On note que ς 6= 0 et α˜ = 2.
Si ξ1 − 3ς 6= 0, le feuilletage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les


















ξ1 − 3ς et ν =
1
3ς
(ξ4κ + δ(ξ2 + µδ)− ξ3)
A conjugaison pre`s on obtient
z3ς4 (z0z
2


















z22z3 − z1z23)− z1z2z3 + 13z32
z23z4
)















Pour ξ1 − 3ς = 0, on trouve comme inte´grale premie`re(
z0z
2













δ(ξ2 + µδ)− ξ3 + ξ0ξ4
3ς
)
A conjugaison pre`s elle est de la forme
z0z
2
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3.3. Cas ou` les matrices Y , Z ∈ F2. Maple nous a donne´ trois types
de champs Z que l’on va examiner.




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f 0 0
0 0 i 0 0


Les champs Z|z2=0 et Y|z2=0 sont coline´aires donc le feuilletage associe´
a` l’alge`bre L ne peut eˆtre un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4). En
fait, il conduit a` un L -feuilletage quadratique.




0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 0 0 δ e
0 0 0 i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Si (ℓ,m) = (0, 0), alors le feuilletage associe´ a` l’alge`bre L vient de





1 ε 0 0 0
0 1 ε 0 0
0 0 1 ε 0
0 0 0 1 ε







0 0 0 δ + εi ε(j − δ − εi) + e
0 0 0 i+ εℓ ε(m− εℓ− i) + j
0 0 0 ℓ m− εℓ
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


En particulier si ℓ 6= 0, on peut, en posant ε = m
ℓ
, se ramener a`
m = 0.
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0 0 0 δ + εi ε(j − δ − εi) + e
0 0 0 i ε(m− i) + j
0 0 0 0 m
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0






0 0 0 ε(m− i) + j i
0 0 0 ε(j − δ − εi) + e δ + εi
0 0 0 m 0
0 0 0 0 0







0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


i.e. on s’est ramene´ au cas ℓ 6= 0 et m = 0.
Une fois Y et
Z = (δz3 + ez4)
∂
∂z0






fixe´s, Maple donne :
X = (ξ0z0−2µez1+(2µ(δ−j)2+2ξ5e+4iµe+(ξ0−ξ6)(δ−j))z2+ξ3z3+ξ4z4) ∂
∂z0
+(ξ5z0 + ξ6z1 + (2i(ξ0 − ξ6) + (ξ5 − 2iµ)(j − δ))z2 + ξ8z3 + ξ9z4) ∂
∂z1
+(−µz0 + (2ξ0 + 3µ(δ − j)− ξ6)z2 + ξ13z3 + ξ14z4) ∂
∂z2
+((ξ0 + λ+ µδ)z3 − µez4) ∂
∂z3
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Nous pre´sentons le calcul de l’inte´grale premie`re, la proce´dure d’inte´gration
e´tant sensiblement diffe´rente de celles de´ja` rencontre´es.
Quitte a` retrancher ((ξ0 + λ + µδ)z3 − µez4)R a` X, le champ X n’a
pas de composante en ∂
∂z3
. Ainsi les trois champs engendrent le feuilletage
restreint a` la carte affine z3 = 1 ; dans cette carte affine, les champs Y et
Z s’e´crivent















Redressons les champs Y˜ et Z˜ par un automorphisme polynomial.
Le flot de Y˜ est
ϕ : (z; t) 7→ (z0 + t, z1 + z4t, z2, z4)
et celui de Z˜
ψ : (z; s) 7→ (z0 + (δ + ez4)s, (i+ jz4)s+ z1, s+ z2, z4)
On de´finit comme d’habitude le diffe´omorphisme
H(z0, z1, z2, z4) = ϕ(ψ(0, z1, 0, z4; z2); z0)
= (z0 + (δ + ez4)z2, z1 + (i+ jz4)z2 + z0z4, z2, z4)
Par construction H conjugue ∂
∂z0
a` Y˜ et ∂
∂z2
a` Z˜. On note F˜ le feuil-
letage associe´ a` l’alge`bre engendre´e par les champs X˜ = X|z3=1, Y˜ , Z˜ et
R|z3=1. On constate que le champ X˜|z0=z2=0, quitte a` le modifier avec des
combinaisons ici polynomiales de R, Y et Z, s’e´crit
((ξ6 − ξ0 − λ− µδ)z1 + 3µez1z4 + (ξ9 − iξ14 − ξ3 − ξ13(j − δ))z4





(ξ5 + µi) + (ξ6 − ξ0 + µ(j − δ))z4 + µez24
) ∂
∂z4
Il est tangent a` F˜ et au 2-plan z0 = z2 = 0 ; donc il de´crit F˜ en
restriction a` ce 2-plan. Ce feuilletage est aussi de´fini par
ω =
(











κ0 = ξ5 + µi, κ1 = ξ6 − ξ0 + µ(j − δ)
κ2 = µe, κ3 = −ξ6 + ξ0 + λ+ µδ,
κ5 = −ξ9 + iξ14 + ξ3 + ξ13(j − δ), κ6 = (j − δ)ξ14 − ξ13e+ ξ4,
3. L A POUR PRE´SENTATION {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y,Z] = 0}, α 6= 0. 125
κ7 = −eξ14, κ8 = iξ13 − ξ8
On regarde la forme ω comme une e´quation diffe´rentielle line´aire avec
second membre dont on cherche une solution particulie`re





En de´veloppant on obtient
(κ0a1 + κ3a0 + κ8) + (2κ0a2 + (κ1 + κ3)a1 − 3κ2a0 + κ5) z4
+ (3κ0a3 + (2κ1 + κ3)a2 − 2κ2a1 + κ6) z24 + ((3κ1 + κ3)a3 − κ2a2 + κ7) z34 = 0







0κ2κ5 − 9κ0κ1κ2κ8 + 5κ0κ1κ3κ5 − 6κ31κ8 − 5κ0κ2κ3κ8








3κ8 + 3κ0κ2κ3κ5 + 6κ
2
1κ3κ5 + 15κ1κ2κ3κ8 + 5κ1κ
2
3κ5



















































Notons p(z) = a0+a1z+a2z
2+a3z
3 et posons z1 = Z1+p(z4) ; la nouvelle
forme s’e´crit alors(














qui s’inte`gre explicitement par de´composition en e´le´ments simples ; no-
tons que κ0+κ1z4+κ4z
2
2 6≡ 0. Il y a plusieurs cas suivant que le polynoˆme
κ0 + κ1z4 + κ4z
2
2 a des racines distinctes ou non.
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, b = −3κ2 − c
On en de´duit l’inte´grale premie`re
P (z0, z1, z2, z3, z4) (z4 − γ−z3)b(z4 − γ+z3)c
z3+b+c3
ou` P s’e´crit :
(z1 − iz2 − a1z4)z23 + ((δ − j)z2 − z0)z3z4 + (ez2 − a2z3)z24 − a0z33 − a3z34
soit a` conjugaison pre`s
(z1z
2
3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34) (z4 − ̺−z3)b(z4 − ̺+z3)c
z3+b+c3
avec a, e ∈ {0, 1} et les ̺+ et ̺− se calculent en fonction des diffe´rents
parame`tres.
Finalement conside´rons le cas ou` le polynoˆme κ0+ κ1z4 + κ4z
2
2 a une
racine double γ = − κ1
2κ2












On obtient comme inte´grale premie`re







ou encore a` conjugaison pre`s
(z1z
2









avec a, e ∈ {0, 1}.




0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a







δmℓ = −m2i+mjℓ + eℓ2
cℓ = −hm
bℓ2 = −fm2
Il y a deux cas.
3.3.3.1. Maple donne l’alge`bre L engendre´e par les champs
X = (−3εz0 + ξ1z1 + ξ2z2 + (δξ1 − ξ2m)ℓ















+ (−εz3 + ξ1z4) ∂
∂z3




















(εδ − ξ2ℓ) ε
)
Les valeurs propres de cette matrice sont 2ε et ε donc α˜ = 2˜ ; on remarque
que ε 6= 0.
Le feuilletage associe´ a` cette alge`bre admet pour inte´grale premie`re(
z2z4 − mb z3z4 − ℓ2bz23 + κz24
)3(


















+ ξ4 − ξ1m(δℓ−mi− ℓj)
bℓ2
)
soit a` conjugaison pre`s
(z2z4 − ζz23)3
(z0z24 + z1z3z4 − υz33)2
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avec υ, ζ ∈ {0, 1}.
3.3.3.2. L’alge`bre L est engendre´e par les champs





+(−3εz0 + h(ℓξ1 +mε
bℓ
z2 +










+ (−εz3 + ξ1z4) ∂
∂z3
Z = (bz1 − hm
ℓ





















On note que α˜ = 3˜, que ε 6= 0 et que bℓ 6= 0 (sinon α˜ = 0˜).
Le feuilletage associe´ a` cette alge`bre admet pour inte´grale premie`re





4 − z0z34 − hz2z4P + z1z3z24 + 2τρ2ℓz23z24 + ϑz33z4 + hℓ8b2 z43
)













− ξ14) + ξ4 − ξ1m(δ − j)
bℓ
),









− ξ14), ς = ℓεh
2b







ζ = 2mρ(δ − j) et P = ρ(2mz4 + ℓz3)z3














ou` Υi ∈ {0, 1}.
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The´ore`me 6.4. (Maple) Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4).
Si L admet pour pre´sentation {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}, α 6= 0,
































































































































λ2, ou Q est une certaine cubique, et ses de´ge´ne´rescences (cf 3.2.5.)
zκ4 (z0z
2
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z0z
2






















3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34) (z4 − ̺−z3)κ(z4 − ̺+z3)λ
z3+κ+λ3
(z2z4 − az23)3
(z0z24 + z1z3z4 − ez33)2














ou` a, e, Υi ∈ {0, 1} et les autres parame`tres sont des nombres complexes.
4. L’alge`bre L a pour pre´sentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }.
Comme pre´ce´demment on de´finit les combinaisons line´aires permises par
les combinaisons line´aires de X, Y et Z avec X, Y , Z et R qui respectent la
structure de l’alge`bre L .
La re´solubilite´ de L et l’e´galite´ [Y, Z] = Y assurent que Y est nilpotent.
Les matrices X et Y commutent d’ou` l’existence d’une base dans laquelle on




ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ν2

 et Y =


0 ε 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 η 0
0 0 0 0 0






ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ ϑ
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0

 et Y =


0 ε 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 φ η
0 0 0 0 φ
0 0 0 0 0






ν0 0 0 0 0
0 ν1 0 0 0
0 0 0 ε δ
0 0 0 0 ε
0 0 0 0 0

 et Y =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ϑ β
0 0 0 0 ϑ






ν 0 0 0 0
0 0 η ϑ φ
0 0 0 η ϑ
0 0 0 0 η
0 0 0 0 0

 et Y =


0 0 0 0 0
0 0 β δ ε
0 0 0 β δ
0 0 0 0 β






0 η ϑ φ ν
0 0 η ϑ φ
0 0 0 η ϑ
0 0 0 0 η
0 0 0 0 0

 et Y =


0 λ β δ ε
0 0 λ β δ
0 0 0 λ β
0 0 0 0 λ
0 0 0 0 0


On cherche alors Z tel que [X,Z] = 0 et [Y, Z] = Y , on obtient les sept
configurations suivantes que l’on traite au cas par cas. Certaines configurations
s’ave`rent redondantes comme nous le verrons ; comme cela ne se constate qu’a`
posteriori nous les avons laisse´s.













, ε 6= 0
Z = (ξ0z0 + ξ1z1)
∂
∂z0





+((ξ2 + 1)z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z2
+ (ξ5z3 + ξ6z4)
∂
∂z4
Le feuilletage F associe´ a` cette alge`bre est de´crit dans la carte affine
z3 = 1 par la 1-forme ω donne´e par
((ξ2 − ξ6)z4 − ξ5)(z1dz0 − z0dz1) + ε(ξ5 + (ξ6 − ξ2)z4)z21dz2
+(z0 + (ξ1 − εξ3)z1 − εz1z2 − εξ4z1z4)z1dz4
Supposons que λ = ξ6 − ξ2 6= 0 ; on peut re´sorber le terme ξ5 et, comme
ε 6= 0, par une homothe´tie on se rame`ne a`
λ(z0dz1 − z1dz0)z4 + λz21z4dz2 + (z0 + ξ′1z1 − z1z2 − ξ4z1z4)dz4
On proce`de ici par e´clatement Posons z0 = tz1, ξ
′
1 = ξ1 − ξ3 − ξ4ξ5λ puis
T = t− z2 + ξ′1 ; on obtient
z21 ((T − ξ4z4)dz4 − λz4dT )
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qui a pour facteur inte´grant
z21z4 ((1− λ)T − ξ4z4)





























Supposons que λ = 0 ; on remarque que si ξ5 = 0, le degre´ du feuil-
letage chute. La 1-forme ω s’e´crit alors
−ξ5(z1dz0 − z0dz1) + εξ5z21dz2
+ (z0 + (ξ1 − εξ3)z1 − εz1z2 − εξ4z1z4) z1dz4




diviser par z21 , on a







Ainsi T = C exp z4 − εξ4(Z4 + ξ5) et
C = (T + εξ4(Z4 + ξ5)) exp(−z4)
est une inte´grale premie`re du feuilletage. Finalement on obtient(
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Pour ξ4 = 0, on trouve l’inte´grale premie`re















On constate que les inte´grales premie`res trouve´es dans les cas ξ4 6= 0 et
ξ4 = 0 sont conjugue´es.
4.2. Le deuxie`me cas donne´ par Maple est le suivant
























2z2 − z23 + 2(ξ3 − ξ9)z3 + ξ9ξ3 + ξ4 − ξ29
2
alors la 1-forme annulant les champs X, Y , Z et R s’e´crit
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Z = (ξ0z0 + ξ6z1)
∂
∂z1










































































C’est un cas particulier du 4.2 (β = 0, ξ1 = 1)













Z = −z1 ∂
∂z1
+ (z2 + ξ3z3)
∂
∂z2
+ (ξ8z3 + ξ9z4)
∂
∂z3
La 1-forme ω annulant ces champs s’e´crit dans la carte affine z4 = 1
(ξ8z3 + ξ9)(z1dz0 − z0dz1 − z21dz2)− z1(z0 − z1(z2 + ξ3z3z1))dz3
















Posons u = z0
z1
− z2 ; alors a` multiplication pre`s ω est du type
(ξ8z3 + ξ9)du+ (u− ξ3z3)dz3




, Z3 = z3 + κ et U = u− ξ3κ
Alors le feuilletage est de´crit par
ξ8Z3dU + (U − ξ3Z3)dZ3
et admet pour inte´grale premie`re
Z3((ξ8) + 1)U − ξ3Z3)ξ8







On obtient dans les coordonne´es initiales l’inte´grale premie`re















z0z4 − z1z2 − ξ3κz1z4
z1(z3 + κz4)
)









sinon. On remarque que cette dernie`re inte´grale premie`re se rame`ne a`
celle obtenue en 4.1. pour λ 6= 1.
Lorsque ξ8 = 0, la 1-forme ω s’e´crit
ξ9du+ (u− ξ3z3)dz3
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et a pour inte´grale premie`re





ce qui conduit a`















Cette inte´grale premie`re est encore conjugue´e a` celle obtenue en 4.1. pour
λ = 0.



























La 1-forme qui annule ces champs s’e´crit dans la carte affine z4 = 1
(2z2 − z23)(z1dz0 − z0dz1 − z21dz3) + z1(z0 − ξ1z1 − z1z3)(dz2 − z3dz3)














(z0z4 − ξ1z1z4 − z1z3)2
z21 (2z2z4 − z23)
est une inte´grale premie`re rationnelle du feuilletage de CP(4) associe´, ce
qui donne a` conjugaison pre`s
(z0z4 − z1z3)2
z21 (z2z4 − z23)














Z = (ξ6 − ξ1 − ν(ξ0 − ξ1))z1 ∂
∂z1
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κ = ξ9 − ξ3
La 1-forme annulant les champs X, Y , Z et R s’e´crit dans la carte
affine z4 = 1
(β − 2κz3 − z23 + 2z2)(νz1dz0 − z0dz1) + γz0z1(dz2 − κ− z3)dz3
ou`
β = ξ4 − ξ9κ et γ = ξ6 + (ν − 1)ξ1 − νξ0









d(β + 2z2 − 2κz3 − z23)
β + 2z2 − 2κz3 − z23
LeL -feuilletage de´crit par cette forme admet donc pour inte´grale premie`re
z2ν0 (βz
2






que l’on conjugue a`

























+ (−z3 + ξ9z4) ∂
∂z3
La 1-forme annulant les champs X, Y , Z et R s’e´crit dans la carte
affine z4 = 1
(z3 − ξ9)(dz0 − z0dz1 + z0(ε+ z3))dz2
+ (z0(z2(z3 − ξ9) + z3((z3 + ε)ξ3 − ξ8 + ξ9)− ξ9 + εξ9 + ξ0ξ6)) dz3





−z1z4 + εz2z4 + z2z3 + ξ32 z23 + υz3z4
z24
)
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ou`
ζ = ((ξ3 + 1)(ξ9 + ε)− ξ8)ξ9 − ξ9 + ξ0ξ6
et
υ = ((ε+ ξ9)ξ3 − ξ8 + ξ9)








The´ore`me 6.5. (Maple) Soit F un L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4).
Si L admet pour pre´sentation {[X, Y ] = 0, [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }, alors le
















































z21 (z2z4 − z23)













ou` κ et λ de´signent des nombres complexes.
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5. L’alge`bre L a pour pre´sentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}.
On se propose de ve´rifier le :
The´ore`me 6.6. Il n’existe pas de L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4)
associe´ a` l’alge`bre {[X, Y ] = 0, [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}.
La de´monstration se fait en deux e´tapes, chacune correspondant a` l’un des
lemmes qui suivent.
L’e´galite´ [Y, Z] = X implique que X est nilpotente ; par jordanisation X
s’e´crit 

0 ε1 0 0 0
0 0 ε2 0 0
0 0 0 ε3 0
0 0 0 0 ε4
0 0 0 0 0






0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


On a le :
Lemme 6.7. Si X n’est pas conjugue´ a` X4, alors l’alge`bre L n’est pas
associe´e a` un feuilletage de degre´ 3 sur CP(4).
De´monstration. Si X est de rang 4, comme Y et Z commutent avec X,
les matrices Y et Z sont de la forme


ν κ β γ δ
0 ν κ β γ
0 0 ν κ β
0 0 0 ν κ
0 0 0 0 ν


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Mais alors [Y, Z] = 0, ce qui est exclu.




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ou X2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


Commenc¸ons par supposer que X est du type X1 ; Y et Z commutent a` X
donc s’e´crivent quitte a` soustraire un multiple de X

κ 0 β ∗ ∗
0 κ 0 β 0
0 0 κ 0 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 ∗ ∗


Mais alors [Y, Z] est de la forme

0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ∗ 0


et ne peut donc pas eˆtre e´gal a` X.
Finalement supposons que X soit du type X2 ; Y et Z commutent a` X
donc s’e´crivent respectivement quitte a` soustraire un multiple de X

0 0 ξ1 ξ2 ξ3
0 0 0 0 ξ2
0 0 0 0 0
0 ξ4 ξ5 ξ6 ξ7





0 0 κ1 κ2 κ3
0 0 0 0 κ2
0 0 0 0 0
0 κ4 κ5 κ6 κ7
0 0 κ4 0 κ6


Alors la condition [Y, Z] = X ne peut eˆtre satisfaite.




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


5. L A POUR PRE´SENTATION {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y,Z] = X}. 141
Si X est du type X3 ; comme Y et Z commutent avec X, ils s’e´crivent
quitte a` soustraire un multiple de X

κ 0 ∗ ∗ ∗
0 κ 0 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


Mais alors [Y, Z] est de la forme

0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


et ne peut donc pas eˆtre e´gal a` X.
Si X est de rang 1, alors le feuilletage associe´e a` L est en fait un pull-
back. 
Reste donc a` traiter le cas ou` X = X4 ; les matrices X et Y commutent
donc sont simultane´ment jordanisables. Il nous reste parmi les configurations




0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Y =


ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ν2


Lemme 6.8. Cette configuration ne ge´ne`re pas un L -feuilletage de degre´
3 sur CP(4).
De´monstration. A combinaisons line´aires permises pre`s Y et Z s’e´crivent

ν0 0 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0





0 0 ζ2 ζ3 ζ4
ζ5 ζ6 ζ7 ζ8 ζ9
ζ10 ζ11 ζ12 ζ13 ζ14
ζ15 ζ16 ζ17 ζ18 ζ19
ζ20 ζ21 ζ22 ζ23 ζ24


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L’e´galite´ [Y, Z]−X = 0 s’e´crit alors

0 −1 −ν0ζ2 ζ2δ − ν0ζ3 ζ4(ν2 − ν0)
0 0 −ν0ζ7 ζ7δ − ν0ζ8 ζ9(ν2 − ν0)
ζ10ν0 − δζ15 ζ11ν0 − δζ16 −ζ17δ δ(ζ12 − ζ18)− 1 ζ14ν2 − δζ19
ζ15ν0 ζ16ν0 0 ζ17δ ζ19ν2
ζ20(ν0 − ν2) ζ21(ν0 − ν2) −ν2ζ22 ζ22δ − ν2ζ23 0


ce qui est absurde (premie`re ligne, 2e`me colonne). 
6. L’alge`bre L a pour pre´sentation
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}.
De meˆme on a le :
The´ore`me 6.9. Il n’existe pas de L -feuilletage de degre´ 3 sur CP(4)
associe´ a` l’alge`bre de´crite par {[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}.
La de´monstration se fait en deux e´tapes, chacune correspondant a` l’un des
lemmes qui suivent.
La re´solubilite´ de L et l’e´galite´ [X, Y ] = Y implique que Y est nilpotente,
alors par jordanisation Y s’e´crit

0 ε1 0 0 0
0 0 ε2 0 0
0 0 0 ε3 0
0 0 0 0 ε4
0 0 0 0 0






0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0




Lemme 6.10. Si Y n’est pas conjugue´ a` Y4, alors l’alge`bre L n’est pas
associe´e a` un feuilletage de degre´ 3 sur CP(4).
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De´monstration. Supposons que Y soit de rang 4. Comme Z commute
a` Y , la matrice Z est quitte a` soustraire Y de la forme

0 0 β γ δ
0 0 0 β γ
0 0 0 0 β
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0






κ′ β ′ γ′ δ′ ε′
0 κ′ + 1 β ′ γ′ δ′
0 0 κ′ + 2 β ′ γ′
0 0 0 κ′ + 3 β ′
0 0 0 0 κ′ + 4


Ainsi [X,Z]− Z s’e´crit 

0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


et ne peut dont pas eˆtre e´gal a` Y .




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ou Y2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0






κ β γ ∗ ∗
0 κ β γ 0
0 0 κ β 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 ∗ ∗


L’e´galite´ [X, Y ] = Y implique que X s’e´crit

κ′ β ′ γ′ ∗ ∗
0 κ′ + 1 β ′ γ′ 0
0 0 κ′ + 2 β ′ 0
0 0 0 κ′ + 3 0
0 0 0 ∗ ∗


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Alors [X,Z]− Z est de la forme

−κ 0 γ ∗ ∗
0 −κ 0 γ 0
0 0 −κ 0 0
0 0 0 −κ 0
0 0 0 ∗ ∗


donc diffe´rent de Y .




0 0 ξ0 β ξ1
0 0 0 0 β
0 0 0 0 0
0 κ ξ2 0 ξ3
0 0 κ 0 0


L’e´galite´ [X, Y ] = Y implique que X s’e´crit modulo R

0 b c δ e
0 1 b 0 δ
0 0 2 0 0
0 f g a h
0 0 f 0 a + 1


Alors [X,Z]− Z − Y s’e´crit

0 βf − κδ − 1 ξ0 + βg + ξ1f − δξ2 − eκ β(a− 1) β(h− b) + ξ1a− δξ3
0 0 βf − κδ − 1 0 β(a− 1)
0 0 0 0 0
0 −aκ κ(b− h) + ξ2(1− a) + ξ3f 0 κδ − βf − 1
0 0 −aκ 0 0


Cette matrice doit eˆtre identiquement nulle. En particulier on a
βf − κδ − 1 = κδ − βf − 1 = 0
ce qui est absurde.




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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κ β ∗ ∗ ∗
0 κ β 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


Ensuite l’e´galite´ [X, Y ] = Y implique que X est de la forme

κ′ β ′ ∗ ∗ ∗
0 κ′ + 1 β ′ 0 0
0 0 κ′ + 2 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


En re´sulte que [X,Z]− Z s’e´crit

−κ 0 ∗ ∗ ∗
0 −κ 0 0 0
0 0 −κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


et ne peut donc eˆtre e´gal a` Y .
Si X est de rang 1, alors le feuilletage associe´e a` L est en fait un pull-
back. 
Reste donc a` traiter le cas ou` Y = Y4 ; les matrices Y et Z commutent, d’ou`
l’existence d’une base dans laquelle on peut jordaniser Y et Z. Par ailleurs la
re´solubilite´ de L et l’e´galite´ [X,Z] = Y + Z implique que Z est nilpotente ;




0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 β 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Lemme 6.11. Cette configuration ne ge´ne`re pas un L -feuilletage de degre´
3 sur CP(4).
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De´monstration. L’e´galite´ [X, Y ] = Y implique que X s’e´crit a` combi-
naisons line´aires permises pre`s

0 0 ζ1 ζ2 ζ3
0 1 0 ζ4 0
ζ5 ζ6 ζ7 ζ8 ζ9
0 ζ10 0 ζ7 + 1 0
0 ζ11 0 ζ12 ζ13


Mais alors on a
[X,Z]− Y − Z =


0 −1 0 βζ4 − ζ1δ 0
0 0 0 0 0
0 δζ10 − ζ5β 0 −1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


d’ou` −1 = 0 ce qui est exclu. 
CHAPITRE 7
L -feuilletages de degre´ 0 et de codimension quelconque
sur CP(n).
Par de´finition, un L -feuilletage de degre´ 0 et de codimension p sur CP(n)
est associe´ au champ de p-plans de´fini par une p-forme homoge`ne Ω de degre´





LIdzi1 ∧ . . . ∧ dzip
ou` LI de´signe une forme line´aire. On demande que iRΩ 6= 0. L’inte´grabilite´
se traduit comme suit : en tout point m ∈ Cn+1 ge´ne´rique, i.e. Ω(m) 6= 0, la
1-forme Ω s’e´crit localement
Ω = ω1 ∧ . . . ∧ ωp
ou` les ωi sont des 1-formes locales telles que le syste`me de Pfaff engendre´ par
les ωi soit inte´grable :
ω1 ∧ . . . ∧ ωp ∧ dωi = 0 ∀ i ∈ {1, . . . , p}
The´ore`me 7.1. Un feuilletage F de codimension p et de degre´ 0 sur
CP(n) est un L -feuilletage.
De´monstration. Elle re´sulte de la description des formes Ω qui suit.
Si p = n− 1, la condition iRΩ = 0 implique l’existence d’un champ X0 tel
que
Ω = iX0iRdz0 ∧ . . . ∧ dzn
Comme deg Ω = 1, on peut prendre pour X0 un champ constant, par exemple
∂
∂z0





, j = 0, . . . , n+ 1 et R
Les zi
zj
, 1 ≤ i ≤ j, sont des inte´grales premie`res de F . Dans la carte affine
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On suppose que p < n − 1. Soit m ∈ Cn+1 un point ge´ne´rique, la 1-forme
Ω s’e´crit
ω0 ∧ . . . ∧ ωp−1
ou` ωi de´signe une 1-forme locale en m. Le the´ore`me de Frobenius classique
assure l’existence de submersions f1, . . ., fp inde´pendantes telles que
Ω ∧ dfi = 0
On peut supposer que fi = zi + termes de degre´ supe´rieur pour tout i =
0, . . . , p − 1. On a l’e´galite´ dΩ ∧ dfi = 0 qui, comme la 1-forme dΩ est a`
coefficients constants, conduit pour i = 0, . . . , p− 1 a`
dΩ ∧ dzi = 0
En re´sulte que
Ω = dz0 ∧ . . . ∧ dzp−1 ∧ η
ou` η est une 1-forme a` coefficients constants : il existe une forme line´aire L tell
que η = dL. L’identite´ d’Euler
LRΩ = iRdΩ = (p+ 1)Ω
assure que
dz0 ∧ . . . ∧ dzp−1 ∧ dL 6= 0
On peut donc supposer que L = zp ; on obtient alors
Ω = iR(dz0 ∧ . . . ∧ dzp)
= z0dz1 ∧ . . . ∧ dzp − z1dz0 ∧ dz2 ∧ . . . ∧ dzp + . . .









, i < j ≤ p




i < j ≤ p
Les feuilles re´gulie`res sont d’adhe´rence des p-plans. 
Rappelons que lors de l’e´tude de l’exemple de Gordan-Nœther nous avons
rencontre´ des L -feuilletages de codimensions diffe´rentes de 1 ; les feuilletages
de degre´ 1 sur CP(n) de codimension p, avec 1 < p < n− 1, ne sont actuelle-
ment pas classifie´s. Voici quelques exemples de feuilletages de codimension 2
obtenus par intersection de feuilletages de codimension 1 par exemple dans
CP(4). On ge´ne´ralisera facilement.





= cte de´finit un feuilletage de degre´ 0 sur CP(4). Ce feuilletage peut
eˆtre vu comme de´ge´ne´rescence de l’intersection de deux pinceaux d’hyperplans
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ge´ne´riques z0
z1
= cte et z2
z3
= cte qui lui aussi est un L-feuilletage de degre´ 1
cette fois.








ou` λ0 + λ1 + λ2 = 0. Nous allons l’intersecter avec un pinceau d’hyperplans ;
le degre´ du feuilletage associe´ sera 1 ou 2 suivant que la position du pinceau
d’hyperplans est ge´ne´rique ou non par rapport a` ω1. Par exemple le feuilletage
de codimension 2 obtenu par intersection de Fω1 et de
z3
z4
= cte de´finit un feuil-







. On peut faire de´ge´ne´rer ce pinceau sur le suivant z0
z3
= cte et obtenir
ainsi un feuilletage de degre´ 1. Ces deux feuilletages sont des L -feuilletages.
Si l’on conside`re un autre type de de´ge´ne´rescence du pinceau, par exemple le
pinceau z0+z1
z3
= cte, on obtient un feuilletage de degre´ 2 et de codimension 2
qui n’est pas un L -feuilletage.
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